Analisi del paraboloide ideale

piano direttore piano dell'apertura

Un paraboloide di rivoluzione € il luogo dei punti equidistanti da un punto detto fuoco (F) ed un
piano detto direttore. La meta della distanza tra il fuoco ed il piano direttore & chiamata distanza
focale I'. Nel sistema di riferimento sferico con origine nel fuoco e asse polare perpendicolare
al piano direttore, il punto generico P = {r, 6, ¢} sulla superficie del paraboloide e definito da:
F

r=-—--—-—-

cos?2(19/2)
Il punto R, proiezione di P sul piano dell’ apertura, avendo assunto come piano dell’ apertura il

piano parallelo a piano direttore passante per il fuoco, € individuato dalla coordinate {p, ¢}
dove p € legato a 6 dalla relazione:

r = 2F —rcosd =

p = rsind =2Ftg(d/2)

Dasemplici considerazioni geometriche, si ricavache lanormale 77 allasuperficie del paraboloide
e definita da:
V rcos?(9/2)

T = ————5 - = —U,cos(¥/2) + Uy sin(¥/2
n ¥ 1 cos2(0/2)] Uy cos(/2) + g sin(V/2)

Infine, assumento che il riflettore sia costituito dalla sola parte di superficie parabolica per cui
¥ < g, (Vo €1'angolo di semiapertura dell’ angolo solido sotto cui il rflettore & visto dal fuoco)
s hacheil diametro D dell’ apertura & dato da:

D = 4Ftg(¥,/2)



Consideriamo un paraboloide illuminato da una sorgente primaria posta sul fuoco, e siano:

o W, lapotenza in ingresso dell’illuminatore

e g(U, ) il suo guadagno
p(¥, ¢) la polarizzazione del campo irraggiato.
¥(9,¢) la fase del campo irraggiato (a meno del termine e=7*" e dell’ eventuale fase
associata ala polarizzazione)
Supponiamo che la sorgente sia sufficientemente piccola in modo tale che il paraboloide si
trovi nella zona di campo lontano della sorgente. In queste condizioni, si pud scrivere il campo
incidente sul paraboloide nella forma:

o Win efjkr ) .
Eine = (|15 o cos?(9/2)y/9(0, ¢) V) (09, ) (W < d,)
ﬁinc _ ﬁr X Einc

n

—

Il campo elettromagnetico riflesso si propaga secondo —i, ' e, sulla stessa superficie del
paraboloide, € dato dall’ espressione:

Erif = 2(7_i : E@nc)ﬁ - Einc

Wzn efjkr - =
= \/Z 7 cos2(19/2) g(9, ) eww’@)prifw,%@)

= i, X By
Hrif = 7uz n i

dove p,;; & il vettore di polarizzazione del campo riflesso, dato da 2:

Prif =2(0-p) i —p
Dato che i raggi riflessi sono paralleli, lungo I'intensita del campo elettromagnetico rimane
costante, varia solo la fase. Pertanto il campo sull’ apertura € dato da:

Ea(pa (P) = Erif e_jerOSI9
W e—ijF ) .
= ([Tt T oS’ (0/2)y/g(0.0) 9 (9, ¢)
~ i, x E,
Ha(ﬂ, QO) — _%

con Y = 2arctan L.

Nel caso di polarizzazione lineare, ' e p,.;y Sono reali per cui risulta che il campo sull’ apertura
e equifase se 1) (¥, p) € costante ameno per ¢ < 4, cioé se I'illuminatore ha un centro di fase
proprio, aimeno limitatamente all’angolo solido di semiapertura o,,.

Y versore i,y che identifica la direzione del raggio riflesso & definito dalla relazione:
Urif = Uine — 2(Uine - )7 . Ponendo @, = u, e usando I'espressione di 7, s verifica immediatamente
che @,y = —1.

25 verifica immediatamente che |’ espressione di 7,.;; rappresenta effettivamente un vettore di polarizzazione in
quanto soddisfa le relazioni p.iy - iz = 0, prig - Priy = 1.



3
Per studiare la polarizzazione del campo sull’ apertura € conveniente determinare preventiva-
mente qual’ & la polarizzazione p., della sorgente che da sull’ apertura una polarizzazione lineare
uniforme, ad esempio nella direzione .. Proiettando su «, ed i, |'equazione:

2(7_7: : ﬁco)ﬁ - ﬁco = ﬁx

e ricordando che necessariamente p,, - @, = 0, S ottiene:

2(Peo + Uy sin¥/2)(— cos¥/2) = sindcosy
—Peo Uy = —sing
dacui s ricava
Deo = —Uy COS @ + Uy, Sin

che & la polarizzazione del campo irraggiato da una sorgente di Huygens con dipolo elettrico
diretto secondo 1, e dipolo magnetico secondo ,. La polarizzazione ad essa incrociata

Peross = — Uy SN Q — Uy COs @

e la polarizzazione del campo irraggiato dalla stessa sorgente di Huygens ruotata di 90 gradi at-
torno all’ asse z che da sull’ apertura un campo polarizzato uniformemente secondo ,. Pertanto,
una sorgente di piccole dimensioni con vettore di radiazione diretto secondo i, (ad esempio un
dipolo orientato secondo .., una tromba piramidale alimentata con il modo TE;y polarizzato
secondo i, ...) il cui campo di radiazione ha polarizzazione

L Uy — Uy (Uy - Uy) Uy cos VY cos p — Uy, sin ¢
b=-= e =
|ty — U (U - )| \/(3052 ¥ cos? p + sin? ¢

produce sull’ apertura un campo la cui polarizzazione p, € data da:

— — o

Pa = ﬁﬂ?(ﬁﬁ;;) + ﬁy@ ’ pcross)
—iiz(cos ¥ cos? ¢ + sin’ ) + i, (1 — cos V) cos g sin ¢

\/ cos2 9 cos? ¢ + sin? @



Analisi dell’iperboloide ideale

I

2F

Un iperboloide di rivoluzione € il luogo del punti per cui la differenza delle distanze dai due
fuochi Fy ed F; e costante ed uguale a2a = 2F/e, dove F e ladistanzafocale ed e |’ eccentricita
(e > 1). Nel sistema di riferimento sferico con origine in Fy e asse polare passante per F; si
ha:

r —r = 2a

e = —>1 eccentricita
a
e+1 e

M = T > 1 magnificazione
6_

7= - 2Fi,

S iy — 7 Jr’ Uy (1 + ecos?) — iy esin

n = — —/ 7 -
|Gy — 7" /7 V1 + 2ecos ) + €2
F(e? -1)

e (14 ecos?)

, F(1 + 2ecos? + €2)
N e (1+ecos?)

tg(9/2) = Mtg(¥'/2)

Consideriamo ora un iperboloide illuminato da una sorgente primaria posta sul fuoco Fi. Conle
stesse ipotesi del caso precedente, ricordando che sulla superficie dell’iperboloide r' = 2a + 7,



s trova che il campo incidente sull’iperboloide & dato da:

., Wiy eIk ; (9 o) o
Eine = |75~ 90" ¢) IV P2k " o)
(o}

ﬁinc = ﬁr, X Line

n
dove r, e r, sono i valori di ~ e’ calcolati sulla superficie dell’iperboloide di I’ eccintricita e:
F(e? —1)
r T\ 7
? e(l+ ecos?)
, F(1 +2ecos? + €2)
T, =
e(l+ ecos?)

Il campo riflesso si propaga secondo @, 3, pertanto puod essere pensato come generato da
una sorgente puntiforme posta sul fuoco Fy coincidente con I’ origine del sistema di riferimento.
Il campo per r > r, € dato da:

E‘T>TU = E_:’r:n, o 6fjk(r7r,,)
,
77Wm e Ikr ; N
= \/; — \/9ea(0, ) €00 g (0, ) 9 < 9,)
dove:

(e —1)2 ,

e 197 = 9 R
Gea(V: ¢) (1+26COS19+€2)29< 90)

Veq(0,0) = (0, p) — 2ka

’

Brip(@.0) = 2[0) - Fine(®',0)| (0) — Fine(D' (). )

9 = 2arctg (M‘ltgﬁ/z)

ed M e la magnificazione dell’iperboloide.

Si puo verificare che se la polarizzazione del campo irradiato dalla sorgente posta in F; entro
I’angolo solido definito da ' < 9, & uguale ala polarizzazione di una sorgente di Huygens
con asse diretto come i, la polarizzazione del campo irraggiato entro I’angolo solido ¢ < 9,
dalla sorgente equivalente posta in F, € quella della sorgente di Huygens avente momenti di
dipolo elettrico e magnetico paraleli a quelli della sorgente postain F;.

Sinfatti, sapendo che ;. = 7 /r’, dall’ espressione della normale 7 =

'D:'rif = ’l_ljz'nc - 2(1_[17,(‘ . 'r_i) 7

! — -/ /

T Up -7 /7 —1 . -

o m(ur—r/ﬂ:r
T



Analis dell’ellissoide ideale

Un ellissoide di rivoluzione € il luogo dei punti per cui la somma delle distanze dai due fuochi
Fo ed F; € costante ed uguale a 2a = 2F/e, dove F' é la distanza focale ed e I’ eccentricita
(e < 1). Nel sistema di riferimento sferico con origine in Fy e asse polare passante per F; si
ha:

r +r = 2a
e = —<1 eccentricita
a
1+e o
M = 1 > 1 magnificazione
— e
7= 7 —2Fi,
> 77 Uy (1 4 ecos¥) + iy esindd
n = =Y 1 —/ =
7+ V1 + 2ecos ) + e2
" F(1—¢€?)

e (1 + ecos?)

. F(1+2ecos? + e?)
e (14 ecos)

9(/2) = Mig('/2)

Consideriamo ora un ellissoide illuminato da una sorgente primaria posta sul fuoco F;. Con le
stesse ipotesi dei casi precedenti, ricordando che sulla superficie dell’ ellissoide ' = 2a — ",
s trova che il campo incidente sul riflettore e dato da:



— ’r]W ejk’f" | . ’ _ . ,
Eine = (|75 = o' ¢) IV R)=2ka " )

Upr X Ejne
n
dove r, e r, sono calcolati sulla superficie dell’ ellissoide:
, F(1+ 2ecos? + €2)
- e (1 + ecos?)
" F(1—¢€?)
T e (1+ ecos?)

i
Hinc =

T

Il campo riflesso s propaga secondo —7" /r" = i, *, pertanto converge sul fouco Fy e,
dopo averlo oltrepassato, pud essere pensato come generato da una sorgente puntiforme posta
nell’origine del sistema di riferimento coincidente con Fj. Il campo, dopo il passagio per il
fuoco e dato da

"

B = By = emikr+r") omim
T
= nWZTL eijkr jweq(ﬁ7<p) D
- \/Z r \/me p”f(ﬁ,cp) (ﬂ < 190)
dove:
_ (1—¢*)? :
geq(ﬂ, 90) - (1+26COS’[9+€2)2 g (19 a90+7r>

Veg(0,0) = (@O, o+ 7)—2ka—7

Bris(0,0) = 2[A(m =0, 0+7)  Finc(® ', 0 + )| Alm = 0,0+ ) = Fine(® ', 9 + )

9 = 2arctg (M‘ltgﬁ/z)

ed M e la magnificazione dell’ ellissoide.

Anche per I'ellissoide, s puo verificare che se la polarizzazione del campo irradiato dalla
sorgente posta in F; entro I’angolo solido definito da 9’ < o, & uguale alla polarizzazione di
una sorgente di Huygens con asse diretto come —ii,, la polarizzazione del campo irraggiato
entro I’angolo solido ¥ < 4, dalla sorgente equivalente posta in Fy € quella della sorgente di
Huygens avente momenti di dipolo elettrico e magnetico paraleli a quelli della sorgente posta
in F}.

‘.// 1" “/ ’
7 /r +7 /r

“4infatti, ponendo @ine = F//r/, dall’ espressione della normale 7 = ST e s ricava
ﬁrif = ﬁinc - Q(ﬂznc . T_i) 7
’F, 77//~F//(r/r//)+1 "o ’oo v
= — =2 7 /r Flr)=—-7F /r =41,
T/ 2 (1 +F” .F//(T/T//)) ( / + / ) / r



Appendice

Dall’ equazione dell’iperboloide e dall’ espressione di r ed r’ s ha

rsing _ (e? —1)sind

iny = =
St r' 1+ 2ecosV + e2?
/ 2F —rcos?d _ (e* +1)cosd + 2e
cost = . =
r 1+ 2ecosd + €2
, \ind’ 2 _q
tand /2 = sing___ ¢ tan /2

14cos?’ e2+1

Il vettore di polarizzazione del campo irraggiato dalla sorgente di Huygens posta in 7 con momento di dipolo
elettrico ,di re,tto secondo x e momento di dipolo magnetico diretto w/condo y puo essere sgritto nella forma p =
Uy X (7 /7 )cosp + t,sing. S nota che 4, & perpendicolare a + per cui @, x (¥ /r ) ha modulo unitario.
Risulta:

Prig = 2(-p)i —p

— — -/ — -/ / — !
Uy — T /7 Up X T L. Up — 7 1 Up X T oo
= 2 = - —— COS  + Uy sin ¢ — — —— COS ¢ + Uy sin
/r r 2 =24, -7 r r

— —d, /
U — T /7 )
= (T_,_,,,(ﬁr—f’//r ~12'<P><F//r/)) cos p — Uy, sin

= Uycosy — U,sing
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