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Analisi modale di guide d'onda

Consideriamole strutture mostratein gura: linee aereein alta tensione,cavi multi-conduttori, cavi
coassialiguided'ondatubolari® di formediverse, bre ottiche,..., chesonoesempidi strutturein grado
di guidare onde elettromagnetichenormalmenteimpiegate per trasmettergootenzaelettromagnetican
bandedi frequenzadiverse,o al semplice ne di disporredi enegia in luoghi lontani dal generatore,
oppureper trasmetteresegnali che portanoun'informazione.

La formaidealizzatadi tali struttureconsistein un'insiemedi conduttorie/o dielettrici, inde niti in una
dimensione,la direzione assiale,con la caratteristicadi essereugualea sé stessaper una qualungue
traslazionenella direzionedell'asse.Le strutturepropostesonomolto diversetra loro, alcune,comele
guide d'onda tubolari e i cavi coassiali,sono completamenteschermateverso I'esterno da conduttori
metallici, altre, comele linee elettrichead alta tensionee le bre ottiche, non sono affatto schermate;
alcune,comele guide d'onda, sonocostituiteda un solo conduttore altre, comele linee bi lari, il cavo
coassialee le linee ad alta tensione sonocostituiteda due o piu conduttoriisolati tra loro; altre ancora,
comele bre ottiche e le guide dielettriche,non hannonessurelementometallico al loro interno.

®bre ottiche guidarettangolare

w [—

cavi unipolari e multi-polari guidacircolare cavo coassiale

Il nostropropositonon e di calcolarei campielettromagneticdovuti ad un particolaresistemadi soilgenti
in presenzali tali strutture,ma semplicementeli trovare delle soluzionidelle equazionidi Maxwell nel
dominiodellafrequenzacherispettinole condizioniimpostedallapresenzali tali strutturee di studiarnde
caratteristicheTra tutte le soluzionipossibili, ci proponiamadi trovare quelle cherispettanda simmetria
della strutturaidealizzata,cioe che non cambianoforma per una qualunquetraslazionenella direzione
dell'assema che,al massimoyengonomoltiplicate per un fattoreche ne cambiaglobalmentd'ampiezza
e/ola fase.

Le soluzionichegodonodi tale propriet vengonochiamatemodi della struttura.Comesi vedra, I'analisi
modalee uno strumentomolto potente,ma alquantocomplicato,in certi casi.

Senzaavere la pretesadi svilupparetale analisiin tutti i suoi dettagli, ci limiteremo a studiarenei casi
piu semplicile principali caratteristichedei diversitipi di modi sopportatidalle varie strutture.

1
il termine guida d'onda & molto genericoe indica qualunquestruttura, come quelle elencate,in grado di guidare un‘onda
elettromagneticalo stessotermine, senzaulteriore speci®cazioned comunementeisatoancheper indicare una guida d'onda
tubolare,costituitaciodda un unico conduttorecavo.
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Potenziali di Hertz-Debye

E possibile dimostrareche qualunquecampo elettromagneticanonocromaticodi pulsazione! , in un
mezzo omogeneo stazionario,lineare, isotropo, non dispersio e senzaperdite 2, caratterizzatodalla
permittvita elettrica e dalla permeabilia magnetica , in una zona priva di correnti impresse,puo
esseresemprerappresentatoella forma:

E 00 (1)

00

1]
—
<

H = r o %+ i 2)
dove ¢t e un versorecostantee le funzioni scalari , che prendonail nomedi potenzialidi Hertz-Debye,
soddisénol'equazioneomogeneali Helmholtz:

r? +k*> =0 3)

in cui, comeal solito, k? = 1 2

E immediatoveri care chele espressiontli E e A soddisano le equazionidi Maxwell 3. Quantoalla
generalia dell'espressionenon c'e dubbio che qualunquevettore solenoidale come devono essereE e
H in unazonapriva di correntiimpressepuo essererappresentatalal rotore di un opportunovettore.
Tuttavia potrebbesogereil dubbio che I'assunzioneche questovettore sia ovunquediretto secondou
possaesserdropporestrittiva. A questoriguardoci si limita a ricordarechei potenzialinon sonode niti
in manieraunivocae che e possibilesfruttarequestaindeterminazionger sempli care I'espressioné.
Comee statodetto,vogliamotrovare soluzionidelle equazionidi Maxwell cherispettinola simmetriaper
traslazionadella guidad'onda, cioe soluzioniche per unatraslazioneispettoall'asserimanganougualia
sé stessea menodi un fattoredi fasee/o ampiezzaA questoscopo,assumiamaun sistemadi coordinate
cilindriche con assez coincidentecon I'asse della strutturae indichiamocon ~ il vettoredi posizione
nella genericasezionetras\ersale.Avendo constatatanolire dalle (1) e (2) che ©hale dimensionidi
unacorrentee  %di unatensione poniamo

°= (91(2) 0= %V (z)

In questomodoi potenzialitraswersali °e Orisultanoadimensionali.
Con questaassunzioneg identi cando il versorett conil versorett; nella direzionedell'asse,possiamo

2
alcunedi questeipotesi, non strettamenteiecessariesonofatte per sempliciédi trattazione.
3
infatti, usandole identité (B31) e (B32) di [1] e tenendocontodella (3), si ha:

0 2 0 0
oo or oo .
E = . . roow = ——— ji g °r g @
J! J! J!
dividendoil rotoredell'ultima espression@er j! |, siottiene
r E moow ° P S S
—_— = ———+r 4 o —
j! k2 j!

che coincidecon I'espressionali F, datocheil primo terminednullo, essenddl rotoredi un gradiente.
In modoanalogosi veri®cacher H divisoperj! coincideconE.

4
adesempioseA =r B, risultaancheA = r B°conB°=B r qualunquesia , datocheil rotoredi un gradiente
Asemprenullo. Se,inoltre, A Aun vettoretras\ersalerispettoatt  t, (A; = @x=@ @By=@ = 0) Asemprepossibile
scaliere  in mododaannullarele componentidi B ° secondax ey

A=r tx Bx %+uy8y %+\:|ZBZ %

infatti le condizioni@=@x = Bx e @=@y = By sonocompatibili con la condizionedi tras\ersaliédi A rispettoa t,
B _ By _ G
@ @& @O

Si concludechel'espressiong t  pudrappresentarqualunquecamposolenoidaletraswersalea .
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riscrivere le relazioni (1) e (2) separandmegyli operatoridifferenziali laplacianoe gradientela parte
trasvesale che operasulle coordinatetras\ersali (~) e quellaassialeche operasulla coordinataz :

@
+ — r=r +t,—
@

separandde partitraswersalie assialidel campoelettricoE = E;+ E; ¢, e magneticoH = H:+ H, 4,
otteniamo®

22 UL ARG
L IR SE
e, = I
He = o1 TV

dove = P— e l'impedenzaintrinsecadel mezzo.

Assumiamdn ne chei parametridi tensionee correnteV (z) el (z), introdotti perdescrerel'andamento
assialedi %e 99 soddis no I'equazionedei telegra sti:

@(2) _ @@ _ V@
@ @ VA

dove e Z sonoopportunecostantida determinaredi dimensioniuguali rispettvamenteall'inversodi
unalunghezzae ad un'impedenza.

La giusti cazionerigorosadi tale assunzionéche qui vienetralasciatadovrebbecontemplardutti i casi
particolari, ma e evidente che nel casogeneraleE; e H; al variaredella sezionecambianosolo per un
fattoredi fasee/oampiezzasolose @ (z)=@ e proporzionaleaV (z) e @/ (z)=@ e proporzionalea | (z).
Con quest'ultimaassunzionetroviamo chele condizioni(3) sonoveri cate sesia °che %soddisano
l'equazione®

Z1(2)

r?(+ 2 (=0 (@)
dove 2= 24 K2

e chele espressiondei campiderivanti dalle (1) e (2) diventano:

E: = JT rq O(“') +H, Iy 0?"') V(2) (5)
Z
H, = ]T rs O?") Hz I« 0(~) 1(2) (6)
2
E: = JT 0(’”) 1(2) (7)
2
H, = — v (8)
jk
5
roroot = riw, = rT+t:tz@@é.’D uzr$+% —rTé’D o 2
6r 4, = H; rT+Hzg = g, It
infatti, separandde parti assialie tras\ersalidell'equazione(3) per ° si trova
@l (2)

re @+ G @ * k* 91(@=0

dall'equazionedei telegra®stisi trova @l (z2)=@2 = 21 (z) dacui 'espressiong4) per
In mododel tutto analogosi ritrova la stessaespression@ancheper

0
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Perdeterminaré campidi un modo e necessariguindi risolvere casoper casol'equazione(4) per °e
%in ciascungparteomogenealella sezionedella guidad'onda, tenendocontodelle condizioniimposte
dalla suaforma e struttura,cioe:
la condizionedi pareteelettricasui conduttorimetallici (per semplicita approssimiamaualsiasibuon
conduttoreconil conduttoreperfetto)
la continuita delle componentitangenzialidei campi elettrico e magneticosulle interfaccecon altri
dielettrici
opportunecondizioniall'in nito, nel casodi guide d'ondanon schermate.
La soluzionedi questoproblemade nisce completamentéa conformazionedelle componentitras\ersali
e assialidei campielettricoe magneticorelatvi al modoconsideratola suacostantedi propagazione
e la relativa impedenzanodaleZ.
La tensionemodaleV (z) e la correntemodalel (z), essendasoluzionedell'equazionedei telggra sti, in
generalesonodateda

Vie 2 V e?
Z
dove V™ eV rappresentande tensionimodaliin z = O relative alle onde che si propagno (0 si

attenuano)rispettvamentenel verso positvo e negativo dellassez e sono completamentale nite se
sonode nite condizionisufcienti all'inizio e/oalla ne del tratto di guidad'ondain esame.

V(z)=V'e 2+V e? 1(z) =

Guide d'onda

Consideriamoil casodi strutture costituite da un semplicetubo

perfettamenteconduttore e contenenteun unico dielettrico. In \/
guestocaso,datochela strutturae completamentschermata c'e v M
un solo dielettrico, I'unica condizioneche dobbiamoconsiderare

nel risolverele equazioni(4) e la condizionedi pareteelettricasul S
contornoC dellasezioneS (semplicementeonnessajiella guida.

Tale condizioneimpone:

E;=0 n E;=0

Dall'equazione(7) si vedechese 6 0, condizioneche come
si ved@ e sempreveri cata in questocaso,l'annullamentodi E,
impone:
Y9 =0 ~2C condizionedi Dirichelet (9)

Dall'equazioneg(5) si deduceinvecechela condizionen E; = 0 nonimponenessun‘altracondizionesu
0 dato che, essendaostantesul contorno,il suo gradientee sicuramentegperpendicolared esso;essa
imponeinvecesu %la condizione’
@ )
@
Nel casoconsideratosi trova quindi chesiale equazionichele condizionial contornoche %e  %devono
soddisaresonocompletament@éndipendentiDalle equazioni(5)-(8), si vedechele soluzioniderivanti dal
potenziale °dannocampielettromagneticprivi dellacomponentéd,, cioe campitrasvesali magnetici
(TM), mentrele soluzioniderivanti dal potenziale °®dannocampiprivi dellacomponentéE ,, cioe campi
trasvesali elettrici (TE).

=0 ~2C condizionedi Neumann (10)

7

0 -~
R rr = ) rr 9 P2~ uz@Tft)

zero
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E noto chel'equazione(4) sia con con la condizioneal contorno(9) che con la condizioneal contorno
(10) e un'equazioneagli autosalori che ammetteun'in nit a numerabiledi autosoluzionif ?; iozg e

f 90 08q (i = 1;2;:::) dipendentiesclusiamentedalla forma e dimensionidella sezioneS.

Le autofun2|on| 0e 0possonosempreessereassuntereali, sonoortogonali® e normalizzabilie gli

autoalori ® e 92 sonoreali positivi 9 .

Ciascunasoluzionederivante da ogni autosoluzioneviene dettamodq ed i vettori di campoad essa

associativettori modali | risultati relativi a ciascunmodo sonoriassuntinella seguentetabella.

modi TM modi TE
rz 2+ |02 =0 rz 0% -O@ 9= o equazione
0, 0?“‘)
(=0 ~2C ~2C condizioneal contorno
Z Z @1
PHe — 08 e — condizionedi
i ds=1 i ds=1 normalizzazione
zs 7S
P Pds=0 (i6j) 0 Ms= 0 (i6j) ortogonalith
q —— q__
0= 2 2 00— 08 |2 costantedi
i i i i propa@zione
9
r 0 r 00 3
eO: T ’[’1.00: T =2
{ 0 I 00 . .
i i 5 vettori modali
no=wu, &° &%= &, no ,
0 P oo K
Zi= ik Zim= impedenzamodale
i 9
0
EC=e°V;® | Uz?' P10 E®= ¢V 2
0 01 0 00 04 00 00 Y/ 00 5 campimodali
—_ — : |
Hi™ = hil; F%%= 1%, JHz - T ,
Si notachela condizionedi norrpalizzazionémplica chei potenziali i, siaTE cheTM, sianodimensionalmenteguali
allinversodi unalunghezzagosAcherisulta adimensionalél rapporto = ;.

In generaleconsiderand@omesoluzionedel problemaelettromagneticaanacombinaziondinearedelle
soluzionimodali trovate, si ha

8
I'ortogonalité‘implica

i jds=0 i 6]
S
e p%esserweri@catascri\/endoI'idez1titA(B.92) [1], relativa a due qualunquefunzioni ;  j, entrambeTE o TM
2 2 _ @ j @ i
irT irT i ds= i—= dc
. @ @
perle cond|2|02|al contorno,il secondamembrodcomunquenullo, da cui, tenendocontodella (4), risulta:
(¢ H ijds=0
S -
questarelazioneimplica direttamentel‘ortogonalitAse i 6 j,seinvece ; = ; (autosoluzionidegeneri)allora anchele
combinazioni_; =a i b j e _;=b j+a j,qualsiasisianole cosﬁmtla eb, sonoautofun2|on|del|:\§aqua2|one(4)
con IoFitessoautO/anre ed Asemprepossibiledeterminarea e b in modoche s_i_jds= Oeassumere; . _| 2 ds 2
e_; st comenuove de®nizioniper ; e .

—j S —j

9
in realtdl'equazione(4) con la condizioneal contorno(10), indipendentementdalla forma della sezione,ammettesemprela
soluzionef (%= cost; {°= 0Og. Questasoluzionepem non hainteressedatochei campiad essaassociatisononulli.



CAMPI ELETTROMAGNETICI E CIRCUITI Il - A.A. 2015-16- MARCO BRESSAN

0 X
EG2) = &0V w70 182+ VN (11)
G2 = NI 9D et YD (12

i i
E statodimostratoche la rappresentaziongl1)-(12) e del tutto generalee puo rappresentargualunque
campoelettromagneticentrounaguidad'onda, in assenzali correntiimpresse.

Considerazioni sulla propagazionedei modi

Dalla tabelladelle soluzioni, si vede che per ciascunmodo, sia TE che TM, sek = ! P—=-1zve
minoredi ;, ; erealeedil campomodalerappresentain‘onda stazionariaevanescentementrese k
e maggioredi j, ; e immaginariaedil campomodalerappresentain'ondapianache si propa@ nel

versopositvo o neggativo dell'assez. Perogni modo si de nisce pulsazionedi taglio o di cutof quella
pulsaziond . percuik = :

! c = i \
analo@mentesi de nisconofrequenzali taglio e lunghezzal'onda di taglio la frequenzae la lunghezza
d'onda corrispondentia ! ¢:

fo=te _v._2
T2 CTfe T
percuirisultasemprek=; = 1=l = f=f. = = ,dove = v=f rappresentda lunghezzad'onda

di un'ondapianauniformealla frequenza nel dielettrico considerato.
| risultati di questeconsiderazionicon le de nizioni assuntesonoriassuntinella seguentetabella:

I < 1¢ > ¢ P>l < ¢
S S
2 le , 12
:Re():—c 1 —2:7 1 3 =Re()=0
c S S
2 12
=Im( )=0 :Im()=—1—gzvll—2
0 a 2—1 2 0 q 2—12
/- = — = | 2=I 1 Z = — = = 1 | 2=I <
k=) K- g
ZOO:j 5:]97 ZOO: E: 79297 >
rz=rz 1 1 12=12
Z immaginarie Z reali

Quandosi ha propa@zione,la velocita di fasev; con cui si propa@ il campoelettromagneticon guida
e la corrispondentdunghezzad'onda 4 sonodateda
- v S _ 2 S
e T e P 7Y 9T T TPy
La velocita di fasedipendedalla frequenzama risulta comunquemaggioredella velocita con cui le onde
pianeuniformi si propagnonel mezzoconsideratoper questomotivo questeondevengonodetteveloci
Anchela lunghezzad'ondain guidae sempremaggioredella lunghezzad'onda relativa alle onde piane
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Vi

\
v
v

fe f fe f
velocithdi fase lunghezzad'ondain guida diagrammadi dispersione

uniformi che si propagno alla stessdrequenzanel dielettrico che riempie la guida.
La relazionedi dispersiond = ! (), immediatamenteleducibiledalle espressionprecedentige datada

= 24 22
= 1&g+ 2y

In gura sonoriportati gli andamenttipici conla frequenzadellavelocita di fasee dellalunghezzad'onda
in guida, assiemeaall'andamentodel diagrammadi dispersione.
La potenzatrasportatan unasezionedella guidada ogni campomodalee
z z
1 1
PP = =-Re Ei H;, ®;ds = -Re(Vil;) & h t,ds

2 s 2 S
dove si e tenutocontoche g e h; sonoreali e chela componenteassialedel campoelettrico (nei modi
TM) o del campomagnetico(nei modi TE) non puo darealcun contrikuto.
Conle de nizioni assuntesia peri modi TM che peri modi TE risulta °

zZ

e hi b,ds=1

s
Pertanto,nel casoci sia una sola onda che si propa@ o si attenuain uno dei due versi dell'assez
Vi=V, e “elj= Vj=Z), sitrovachesi hatrasportodi potenzasolo sel'impedenzacaratteristica

e reale,cioe sela frequenzae superiorealla frequenzadi taglio, ; e immaginarioe il campomodalee
un‘ondachesi propa@. In questocasorisulta:

poo IViP_ ZijlJ
1 = =
2Z; 2
Nel casoci sianoondeneidueversidellassez, (V, = V" e 2+ V, eZ2ezZli=V'e 2 V, e?)
si trova \/+i2a 2R . N - am |
p = fRe Vi€ )z 2 Iim(V,"V, e AMCIzZ) vy j2eRel 1)z
2 27,

pertanto,seil modosi propag ( i immaginarioe Z; reale)la potenzacheattrasersala genericasezionez
e datadalle differenzatra la potenzatrasportatasingolarmentealalle due onde(il terminemutuo,essendo
immaginario,non da contrikbuto)

A\

2Z; 2Z;
mentrese il modo non si propa@ ( ; realee Z; immaginario,Z; = j Im(Z;) ) l'unico contrikuto al

Pi=

10
essefdcsiaperi modiTEzcheTM ] =3 & ee= b hi, in ogni casosi ha

& N d,ds= & eds= M I’hds:i2 rei rrids
S S S i S
appl%andol'identité\(Bgl) [1] eztenendoconto deIIa(ﬁ), si trova: 7z
& N dwyds= iz if% idS+i2 @ dc= i2ds=1
i

s i c|L{@ s

zero

S
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trasportodi potenzapuo esseredatodal terminemutuoseV,” eV, nonsonoin fase

L CARED
L Im(Z)

Nel casogeneralg(11)-(12),quandoil campoelettromagnetic@ datodalla sovrapposizionali piu modi,
si trova che la potenzatotale trasportatee ugualealla sommadelle potenzetrasportatedai singoli modi:

1 1X 1X

> ReE H d,ds=Z ReMA%)+ >  Re(MAX)

2 s 2 i 2 i

infatti, sia nel casosi considerinodue diversi modi, entrambeTE o TM 11| sia nel casosi consideriun

modo TE e uno TM 2| risulta sempre
Z

Se. hj t,ds= 0 (i61j)
Il modo con la frequenzadi taglio piu bassaviene detto mododominante La bandadi utilizzo normale
di unaguidad'ondasi estendeda pocosoprala frequenzai taglio del mododominanteno a pocosotto
la frequenzadi taglio del primo modo superiore.Operandoin questabandadi frequenze(condizione
di unimodalit) il campoelettromagneticaella guida, a distanzasuf cientementegrandeda qualunque
discontinuif, e dato sostanzialmentdal campodel modo dominante.

Guida rettangolare

La guida d'onda di uso piu comunee la guida rettangolare. A
Normalmenteessaviene riferita ad un sistemacartesianocon
'assex secondal lato maggiore(a b). T
Le espressionidei potenziali © e 0 dei rispettvi numeri
d'onda di taglio e dei relatvi vettori modali sono riportati
nellatabellasgguente.Essidipendonoda dueindici m e n che J
dannoil numerodi variazionidel camponella direzionex ey ‘ a ‘
rispettvamente.

11
con %assagganaloghia q%elli di swolti P&y calcolarela potenza%asportatada un modo, si trova

e h o,ds= € €ds= N hjds= rr i rr jds

s s 7 s 7 s
=1 i ds = L i ds=0
s i s
12
in quzstocasorlsulta 7 . 7 . 7
e n®wds= &% n’wds=— r7? rr Puds= —— rrfrr & s
s s [ Zs i is
1
= A rr e [°dc = 0

dovef\statausatal edentitd 7 7

rrart Ads= rr art A ds= anr rt Adc
S S C
e si dtenutocontochesul contorno °= 0.
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modi TMmn  (m;n = 1,2;::7) modi TEy,  (m;n=0;1;2;::: esclusom = n = 0)
q
mn = (m=a)2 + (n=h)2
2 . q
mn = =2 (m=a)2 + (n=b)?2
2 mn 2
0 = 0 _
mn—Pﬁ)SxSy mn—mcxcy
& = P G CxSy Wy ESCy | em = P i 5CSy 1wy TGy
Mo = PTG B 5S:Cy oy 3GSy fimn = P———p t TS Cy+ 8y §Cx Sy
x = sin g% Sy = sin g x = cosm X Cy = cos"’

_ 2 sem=00n=0
mn~ 1 sem60en60

Nella gura seguentee riportato I'andamentodel campoelettrico tras\ersale(tratto scuro) e del campo
magneticotras\ersale(tratto piu chiaro) relativo ai primi modi di unaguidad'onda rettangolarg?].

TE10 TM11 TE2o
TE1 TEos TM2
Il modo dominantee il TEjo. Peressoil numerod'ondadi taglioe Y= =a, la lunghezzad'onda

di taglio e il doppio del lato maggiore Y= 2a e la frequenzadi taglio e f,X= v=(2a) per cui, ad
esempio,una guidarettangolarecon lato maggiorea = 5 cm in aria (v = ¢) permettela propagzione
solo a frequenzesuperioria 3 GHz. Il potenzialee i vettori modali assumonde sempliciespressioni:
r r r
2 X 2 X 2 X
00 — 00— ; 00 — ;
= — CcosS— €0 = — ty Sin— Nig= — tx sin—
10 ab a 10 ab ¥ a 10 ab a
da cui si vede che il campo elettrico e ovunque diretto secondoy e il campomagneticotras\ersale

secondax. | campimodali sono
r

2 X
00 — \/0Q00 _ : 0
EX = VigeJ = SN ied
00 r 72a a Vv,%2)
V. X X z
pO = 00400 ;4 10 00 — = wysin— 182 jwu,cos— — 10
10 1010 | Hz 53 10 B ™ a Nz) ju, 2 74

Seil modosi propa@, I'impedenza,la velocita di fasee la lunghezzad'onda in guidadel modo TEjg
sono:

7.00_ v — v 0 _
0T PTGz T PT (may 0T T (Fap

Il primo modo superiorepuo esseral TEy ( $0= 2b) ol TEx ( 3= a) , secondose 2b e maggiore
o minoredi a.
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Guida circolare

Un'altra guida d'onda di uso comunee di cui e possibiledeter

minarei modiin formaanaliticae la guidacircolare.Naturalmente r
essaviene riferita ad un sistemapolare r;' che permettedi //\
risolvere I'equazione (4) con il metodo della separazionedelle
variabili. Si trova chele autofunzionidipendonada' comecosm'
conm intero, oppure,datala simmetriadella guida,comesinm’
(modi degeneri per m > 0). La variazionein sensoradiale e 3 !
descrittada funzioni di Besseldi primo tipo. —a—

I modi sonoancoraidenti cati da dueindici: m cheda il numerodi variazioniin sensoazimutalee n
cheda il numerodi variazioniin sensoradiale,peri modi degenerie necessarianchel'indicazione se
la dipendenzazimutalee tipo coseno(e = even) o seno(o = odd).

Le espressiondei potenziali e °9 dei rispettivi numerid'ondadi taglio °e e dei relatvi vettori
modali sonoriportati in tabella.

\/

o) B

modiTMfﬁ% Mm=0:;1;2::5n=1;2::2)

0 _ Xmn
mn ~

a Xmn € la n-esimaradicedell'equazionely, (x) = O (zeroescluso) = «
mn

A% = Frn Im( mnr) cosm'

exd = Fn trJn( maf) cosm' e m‘]'%((rr)””r) sinm’
mn
nae = Fon Urw sinm' + & J9( 9. r) cosm' (
mn
dJm(x =
Fn?n ) apiJmTl(an) Jn?( = (T)E) Y= r m = 62 222 6 8
modiTEEﬁ% (Mm=0;1;2::5n=1,2::)
00 _ Xpn 0 : ; - : 0(y) = o _ 24
mn = T Xmn € la n-esimaradicedell'equazioneld ;(x) = O (zeroescluso) o = %

0Qe) _ 00 00 .
00e) = F 00 3. ( 9 r) cosm

0Qe) _ = 00 MIn( gmr) ., 0, 00 .
€ = Fmn oo, sinm' + & J,( mnf) cosm
mn o0
m Jm ( r
0@e) — 00 0, 00 ' m\ mn ; '
hmg ) = an tr ‘]m( mnr) cosm + t T sSinm
mn
00 m P
— mn

Fimn

= D
In(x%)  (x8Z m?)

modi TM%?% eTEﬁ?% (m=1;2::5n=1,2::)

le espressiondei potenzialie dei vettori modali relativi ai modi disparisi deduconodalle
corrispondentiespressionrelative ai modi pari cambiandocos!  sin e sin! cos

In gura, eriportatol'andamentadi campitraswersalielettrico(tratto scuro)e magneticq(tratto piu chiaro)
relativi ai primi modi di unaguidad'ondacircolare[2] assiemai valori delle lunghezzed'ondadi taglio.
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TEy %= 3412a T™o1 & = 2:613a TEy 0= 2:057a

TMy; 9 = 1:640a TEor §P= 1:640a TEs; 0= 1:496a
Il mododominantee il TEy; la cui lunghezzad'ondadi taglioe = x% a 3:412a. Datochequesto
modo e dggenerejn generale campimodali sonodati dalla sovrapposizionedel modo pari e del modo
dispari:

0 0 0 0
Elolo ellme) V11Qe) (z) + 911020) V11Q0) (2)

I
0] 0 '
0Qe) Vllme)(z) + (1)(30) V11QO)(Z)

0 0 0 0 ,
ALY ﬁnQe) |11Qe)(2) + hllmo) '11QO)(Z) J®2—55 11
11

Il primo modo superioree il TMo; che halunghezzad'ondadi taglioparia {; = xp1a 2:613a.

Linee di trasmissioneschermate

Nel casoin cui all'interno del conduttoretubolare che delimita t t
la guida d'onda siano presentiuno o piu conduttori,in generale AN K/'
un numeroN di conduttori, allora la sezionedella guida (che s Cs R
risultamolteplicementeonnessag de nita daelementiseparatidi . :
contornoCop; C1;:::;Cn (nella gura accantoN = 2). In questo L C» °

casooltre alle autosoluzionigia viste che costituiscond modi TE
e TM, esistonaanchesoluzionidell'equaziong4)in °con %= 0
e condizionial contornopercui  ° e nullo sul conduttoreesterno
Co e assumevalori costanti,ma non tutti nulli, sul contornodi
ciascunconduttoreinternoC,;(n = 1;:::N).
Questesoluzionisonocompatibiliconla condizionedi pareteelettricasui conduttori,infatti, datoche Og
costantesu ciascunconduttore,E; e perpendicolara ciascuncessi,I'annullamentodi E, sui conduttorie

assicuratanvecedall'annullamentadell'autovalore ;= dall'equaziong7) si vedecheE; e nullo ovunque.

I modi che derivano da questeautosoluzioni,essendoprivi della componenteassialesia del campo
magneticoche del campo elettrico, sono trasvesali elettrici e magnetici (TEM). L'annullamentodel

numerod'ondadi taglio implicache °e ugualeajk e quindi chequestimodi si propagnoa qualunque
frequenzacon la stessavelocita di fasee lunghezzad'onda con cui le onde pianeuniformi si propa@no

nel mezzocheriempiela guidad'onda.

Perquestimodi e naturaleassumerehe l'impedenzamodalecoincidacon l'impedenzacaratteristicadel

dielettrico.
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Nella tabella vengonoriportati le espres-

sioni dei vettori modali dei modi TEM, modi TEM
contraddistintdall'apice °, chesononeces- ) o .
sariamentaliverseda quelle dei modi TM, rs 7=0 9 equazione
dato chela divisione peril numerod'onda 09 =0 ~2Cy 2
di taglio non e piu possibile.La forma dei or - . condizioneal contorno
modi TEM dipendeunicamentedai valori 7() = cost ~2Cn s
costantimpostia © suiconduttori,si vede P=jk costantedi propagzione
pew cheil numerodi modi indipendentie

elo = r 0 =

ugualeal numeroN di conduttoriinterni. ) _
vettori modali

In ciascunasezionel campoelettricohala o= g, €0 >
stessastrutturadi un campostatico, cioe e : £
solenoidaleed e esprimibile come il gra- z0= impedenzanodale
dientedi un potenziale. 9
Per quanto detto, considerandosu una EO = @0\/0 3
qualunquesezionez, una qualunquecop- ' b campimodali
pia di punti ~g e ~, appartenentirispet- HO = {00 3
tivamenteal conduttoreesternoe al con- ' P
duttore n-esimo,qualunquesiail percorso
d'integrazionetra essi,risulta:
z._ z._
Vi = B dT= VO rs () dT= VP (=) °(~0) = V°cost (13)

~o ~o
Nella sezionez, V;"” ha quindi il signi cato di tensionedel conduttoren-esimorispettoallo schermo,
secondda de nizione adottatanellateoriadeicircuiti, conl'unica differenzacheil percorsad'integrazione
non e del tutto arbitrario ma e vincolato a rimanerenella sezioneconsiderata.
Allo stessomodo, semprenella genericasezionez, la densif super ciale di correntesui conduttorie
datada:

@°
Js= A A2=12R (4, r; )=w, 1 @'
e la correnteche uisce nellasezionez del conduttoren-esimoe
(o]
1M = 1P L dc 14
] ! c, @.| ( )
La potenzatrasportatadal i-esimomodo TEM e datada
A A
1 1
P°= -Re E? H? #,ds = ZReV°I? e° N° u,ds
2 s 2 (S
calcolandol'integrale 12 si ottiene
7 !
1 X 0 1 N
P° = ZRe Vi®cost” I @, dc = - Re VI
2 n=1 Cn @ 2 n=1

guestorisultato coincide con la nota espressionelella teoria dei circuiti per esprimerela potenzain un
sistemamulti-conduttore.

13
considfrandcbn generalel modfi-esimoej -esimodi unalinea muIt'Zconduttore,risuIta

e° n° w,ds = rr{ # rt{ #ds= rr?ryjds
S S S
z Z o i Z g
= ori 0 ds+ e =) dgc = cost" =l dc
s  |dz4} [ Cn @ n=1 cn @

zero
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Dalle espression(13), (14) si vedeche, nel casoci sia unasolaondachesi propag nel versopositivo o
negativo dell'assez, cioe nei casiin cui V;° = Z?1?, il rapportotra la tensionedel conduttoren-esimo
e la correnteche su esso uisce, cioe l'impedenzaz™ = V™ =1 e indipendentedalla sezioneed e
quindi caratteristicadel modo TEM e del conduttoreconsiderati:
() ) : i .
n —_— n
Z cost . @ dc

Dall'annullamentodel laplacianodi  ? 14 si ritrova ancheche, in ciascunasezionee per ciascunmodo

TEM, la sommadelle correntisu tutti i conduttori(schermocompreso)e nulla

1M =0
n=0
in accordocon unadelle leggi fondamentaldellateoriadei circuiti chedice chela correntetotaleuscente
daun nodoe semprenulla.
Nel casodi un solo conduttoreinterno,
risultaimmediatoride nire il campoelet-

mModo TEM  (un solo conduttoreinterno)

trico e il campo magnetico,anzicke in 2 o= equazione
funzionedella tensione correntee impe- J _ o 0 9
denzamodale,in termini della tensione ()= 0 condizioneal contorno
V del conduttoreinterno, della corrente °(m=1 ~2Cy
I che Su €esso uisce e dellimpedenza o= jk costantedi propagzione
caratteristicaZ. (in questo caso sono o o )
omessisia l'indice cheindicail condut- e =1 x
toresiail pedicecheindicail modo,dato no= Ze 4, €° vettori modali
chec'eunsolomodoTEM e unsolocon- 7 o 1
duttqrelpterno).lnfattl, ponen_dwgualee_l Z.= @ de impedenzacaratteristica
uno l'unica costanteche de nisce ©, si c, @ 9
ottienela rappresentaziongportatanella EC= g0V =
tabellaa anco. o o _ campimodali
E semplice veri care che, con queste Ho="n°l '
de nizioni, risulta:
VA Z 7 VA
e® e%ds= — o nods= =S e° h° w,ds=1
s Z; s s

Anche nel casodi piu conduttoriinterni e possibileride nire i vettori modali in modo da metterein
evidenzai parametricircuitali (tensioni, correntiimpedenzecaratteristiche)Xella linea multiconduttore,
in questocasopero la ride nizione e piu complicatae non univoca. In ogni caso,come era statodetto
in generaleperi modi degeneri,ancheperi modi TEM di unalinea multi-conduttoree semprepossibile
scaglierei potenzialiin modotale chei diversimodi TEM di unastessdinea sianoortogonalitra loro.
Analogamente e semprepossibilenormalizzareciascunmodo. Nel casospeci co, datochei potenziali

© sono univocamentede niti dai valori cost” che essiassumonasui conduttori, e semprepossibile
scayliere questecostantiin modotale chel'espressione

Z W Z

e° h° w,ds= cost™ @—dec
! I c,. @

S n=1

sianulla peri 6 j e unitariaperi = j.

14
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Cavo coassiale

Il cavo coassialee costituito da un conduttorecilindrico a sezionecircolare coassialead un conduttore
esternoa sezionepure circolare.| raggi dei conduttoriinterno ed esternosonoindicati rispettvamente
conr; ere. Il potenzialee i vettori modalirelativi all'unico modo TEM sono

o - In(re=n)

~ In(re=ri)

1
0 = B —
© Fin(re=r;) " A\
Z 1
ne = =, e°= St o | X
Z; = 5 In (re=ri) o
E°(ri 2) = €% )V(2) AR

AO(r; 2) = no(r;')I1(z2)

dove V (2), |1 (z2) e Z. hannoail solito signi cato usatonellateoriadei circuiti.
Nelle gure seguenti sono riportate le linee di forza del campo elettrostaticoin un cavo coassialee
I'andamentodelle linee di forza di un‘onda TEM.

V* = jVTjcos(t kz+ arg(V"))

Campoelettrostaticonel cavo coassiale OndaTEM nel cavo coassialee ondadi tensionead essaassociatd2].

Nella gura accanto,e indicato I'andamento
del campo elettrico e del campo magne-
tico del modo TMg; e del modo TE;; del

cavo coassiale[2]. Quest'ultimo e il primo
modo superioredel cavo coassialee la sua
lunghezzad'onda di taglio, per valori di

re=ri 5 puo esserestimatacon sufciente

accuratezza&on la sempliceespressione

1Of (ri +re)
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Guide d'onda con dielettrico non omogeneo

Nel caso all'interno della guida ci siano piu dielettrici, che mezzol mezzo2
comunqueispettanda simmetriapertraslazionedellastruttura,
allorala rappresentaziongei campielettromagneticattraszersoi

S S
potenzialidi Hertz-Debyee validain ciascunadei diversimezzi. ' t ’
| valori chei potenzialiassumonala una parte e dall'altra di vt 2 2
ciascundnterfacciadevonoessereali daassicuraréa continuita R
delle componentitangentidel campoelettrico e magnetico.
Considerandauna qualunqueinterfacciatra i mezzil e 2, e C W=t n
contrassgnandoconi pedicil e 2 le quantia relative a ciascun ’
mezzo,dalle equazioni(4) e (5)-(8) si ottiene!® :
rf 9+ 119 =0 -2 rf 29+ 5 29 =0  -2%
P= ks P= K
continuita di
9
1 @Y ,e%) . : @), @R E,
jkiz @ @ jkez @ @
z @) @ . z ey eio o
jki1 @ @ jko 2 @ @ = !
) ) ~2C
1 2
o 10 = 5280 E.
i o 5 o
kl 1 1?~) - k2 2 2?~) ! Hz

Questerelazioni mostranochiaramenteche le condizionidi continuita delle componentitangenzialidei
campiimplicanochetra °e %daunapartee dall'altra dell'interfaccia,ci siaunabenprecisarelazione,
dipendentedalla frequenzaSalwo casiparticolari,non sonoquindi possibili soluzionidipendentida uno
solo dei potenzialie i campi modali, derivandoda entrambi,non sononé TE né TM, ma hannosia la
componentessialedel campoelettrico che quelladel campomagnetico(modi ibridi).

In questocaso,al contrariodi quantoavvieneperi modi TE, TM e TEM quandail dielettricoe omogeneo,
i vettori modali varianoal variaredalla frequenza.

Seall'interno del conduttoreche costituiscelo schermoci sonoaltri conduttori,si trova ancorache c'e
un numerodi modi ugualeal numerodi conduttoriinterni che,comei modi TEM nel casoomogeneosi
propa@gno a qualunquefrequenza.

Al contrariodi quantoavviene peri modi TEM, le componentiassialidei campielettrico e/o magnetico
relatvi a questimodi differisconoda zero e diventanotrascurabilirispetto alle componentitras\ersali
in misuratanto maggiorequantopiu bassae la frequenza.La forma dei vettori modali dipendedalla
frequenzacos comela velocita di fasecon cui questimodi si propa@no. Per questimotivi i modi di
guestotipo vengonodetti quasi TEM.

15
sulla super®ciedei conduttori

rT:ﬁ@+T@ o, rt = r@@'*'ﬂg

@ @
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Guide d'onda schermatee non schermate

Dall'analisi fatta nora, relatva a struttureideali contenentimezzi omogeneie a quantodedottorelati-

vamentealle guide d'onda contenentidielettrici diversi, si puo concludereche:
Tutte le guide schermatepermettonola propa@zionedi un'in nit a numerabiledi modi. Ciascun
modo e caratterizzatada una frequenzadi taglio dipendentedalla forma e dalle dimensionidella
sezionetras\ersale oltre che dalle caratteristichedel mezzo.A secondadella frequenzadi lavoro, i
modi rappresentanondechesi propagnooppureondestazionarieevanescentiFradi essi,i soli che
si propagnoe trasmetton@negia sonoquelli che hannofrequenzadi taglio inferiore alla frequenza
di lavoro. Seil mezzoall'interno dellaguidae omogeneoi modi sonodi tipo TE o TM, altrimenti,
salo casiparticolari, sonoibridi.
Seoltre al conduttoretubolareesternosi hannoN conduttoriinterni (cioe sela guidae unalineadi
trasmissioneschermataompostadaN + 1 conduttori),in aggiuntaai modi suddettiesistonoanche
N modi che si propa@no e trasmettonoenegia a qualsiasifrequenza.al limite anchein regime
stazionario.Seil mezzoe omogeneoguestimodi sonoTEM, altrimenti sonoquasiTEM.
La velocita di fasedei modi che si propagno dipendedalla frequenza,con l'unica eccezionedei
modi TEM peri quali la velocita di fasecoincide con quella delle onde piane uniformi nell'unico
mezzoall'interno della struttura.
Nel casodei modi TEM i campihanno,nell'ambito di ciascunasezionetras\ersale strutturaidentica
a quelladei campiin regime stazionario.Cio permettedi de nire, in ogni sezione la tensionee la
corrente,con lo stesscsigni cato attribuito dalla teoriadei circuiti.
Le stesseconsiderazionvalgonoin primaapprossimazionancheperi modiquasiTEM, e l'approssi-
mazionee tanto migliore quantopiu grandee la lunghezzad'onda rispetto alle dimensionidella
sezionedella guidad'onda.
Qualunquecampoposseaesisteran un tratto di guida, o lineadi trasmissionenulti-conduttorejn cui
non sianopresenticorrentiimpresse puo sempreesseraappresentataome combinazionedi modi.

L'analisi di strutturenon schermatee molto piu complessali quella delle struttureschermatepercte in
guestocasaooltre al trasportodi potenzanelladirezionedell'assedellastruttura,e possibileaveretrasporto
di potenzaanchein tutte le altre direzioni.

Assumendoche da una certa distanzain poi dall'assedella strutturail mezzosia il vuoto, afnche
allin nito la densit di potenzatrasportatain direzioneradiale (perpendicolareall'asse)resti nita e
necessarieche la componenteadialedel vettoredi Poynting vadaa zerocome 1=

dP = Re(S “)|_‘1'zﬂ?
ds

Se oltre alle condizioni al contornoal nito, imposte dalla forma e costituzionedella guida d'onda
si imponeche all'in nito i potenzialidi Hertz-Debyevadanoa zero in manieratale che la densia di
potenzatrasportatan direzioneradialesia nita all'in nito, si trova cheesisteun'in nit a non numerabile
di soluzionicherappresentanondechetrasportangotenzaanchein direzionetras\ersalerispettoall'asse
dellastruttura.Perquestomotivo, i modi derivanti da questesoluzionivengonochiamatimodiirr aggianti.
Essi,rispettoalla direzionedell'assedella struttura,possonaappresentarsia ondeche si propagnocon
velocita di fasemaggioredi quella delle onde piane nel vuoto (ondeveloc), sia onde che si attenuano
senzavariazionedi fase(ondeevanesceniji

L'importanzadi questimodi e piu teoricache pratica,percte solo pochesemplicistrutturepermettonda
loro determinazionén forma analitica;la loro determinazionger via numericae praticamentémpedita
dal fatto che essicostituisconauno spettrocontinuodi soluzioni.

Oltre ai modiirraggianti,esisteancheun'altra classedi soluzionichesi ottieneimponendacheall’'in nito

i potenzialidi Hertz Debye tendanoa zero in modo che la densit di potenzatrasportatain direzione
radialeall'in nito sianulla. Ma sela densita di potenzarasportatan direzioneradialee nullaall'in nito e
daunacertadistanzadall'assedellastrutturain poi il mezzoe il vuotochenondissipané rifrange,questo
implicachealmenoin tuttala zonaoccupatalal vuotola densiadi potenzarasportatan direzioneradiale
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e identicamentenulla. Con l'imposizione di questacondizionesi ottiene un numero nito di soluzioni

distintecherappresentanondechesi propagnoe trasportangotenzasolo nelladirezionedell'assedella
struttura.La velocita di faserelativa a questimodi e inferiore (al limite ugualenel casodi modi TEM)

a quelladelle onde piane uniformi nel vuoto (ondelentg. Dato chei campielettromagneticthe da essi
derivano hannovalori signi cativi soloin prossimit dell'assedella struttura,questimodi vengonodetti

modicon nati oppuremodiguidati per metterein evidenzacheil trasportodi potenzae soloin direzione
assiale.

Il numero( nito) di questimodi dipendedalla strutturaconsiderata dallafrequenzae in genereaumenta
all'aumentaredella frequenza.Anche per questimodi e de nita la frequenzadi taglio (che puo anche
esserenulla peri modi TEM o quasiTEM). Quandola frequenzadi taglio del modocon nato e inferiore

alla frequenzadi lavoro, i campielettromagneticassociatial modo costituisconaun‘ondache si propag

e trasportapotenza.A differenzada quantoavviene peri modi TE, TM e ibridi nelle guida d'onda
schermateguandoinvecela frequenzadi taglio del modo con nato e superiorealla frequenzadi lavoro,

il modo consideratosemplicementaon esiste.Se si calcolassera campi modali a frequenzeinferiori

alla frequenzadi taglio si troverebbeche non sarebbergiu soddishtte tutte le condizioni cui devono
sottostard campi modali, condizioneall'in nito compresag per qguestomotivo la soluzionenon e piu

accettabile.

Anche per strutture non schermateyale la proprieg che qualunquemodo, irraggianteo con nato, e

ortogonalea qualunquealtro modo, irraggianteo con nato e che qualunquecampoelettromagnetican

unazonapriva di solgenti e esprimibilecome combinazionedi modi.

Linea bilar e

Un esempiodi modo con nato in unastrutturanon schermatae il modo TEM di unalinea bi lare.
Nella forma piu semplice la lineabi lare e costituitada due conduttoriuguali, di sezionecircolareediil
dielettrico e ovunqueil vuoto (I'aria nei casireali).

Nella seguentetabella sonoriportati le espressiondel potenziale,dei vettori modali e dell'impedenza
caratteristicadi unalineabi lare.

1 (X X0)2 + y2 p— d 2X0
° = = — 5 =1 2 2 —
Fln(x+x0)2+y2 Xo=3 d° D F 2|nd+2x0
g0 = 4Xg (X2 X(Z) y2) tx + 2XY ty
F ((x X0)?+ y?) ((x+ x0)?+ y?)
po = ZodXo 2xyth (X X§ y)y
F ((x X0)2+ y2) ((x+ xg)2+ y?) )
y
Ze = — arccoslfg ‘ ,,,,,,,,,,,,,, ‘
D : : B—>
EO(X; Y; Z) = € 0(x; y) Vo(z) ‘ -Xo O | Xo ‘ X
Hoxy:z) = mey) i’ a2 a2

dove V°(z) e | °(z) hannoancora,sezioneper sezione,il signi cato usualeche hannola tensionee la

correntenella teoriadei circuiti.

Sela frequenzae sufcientementebassajn due sezionisufcientementevicine, le variazionidei campi

elettromagneticsonotrascurabili,cos chei campipresentan@nchein direzioneassialde caratteristiche
dei campistatici. Nelle linee per la trasmissionealell'enegia elettrica(f = 50 Hz) la lunghezzad'onda e

di 6000km e per poterapprezzargli effetti dellapropagzionee necessariweri care I'andamentodella

tensionee correntesu distanzedi almenoalcunecentinaiadi km.
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Linea in microstriscia

aria
L lastra
Un altro esempiodi modo con nato sopportatoda strisciametallizzata dielettrica
una struttura non schermatarealizzatasu un sup-
porto dielettrico e il modo quasi TEM di una \

linea in microstriscia.Questelinee, molto utilizzate -
nell'elettronicaad alta frequenzayvengonorealizzate
metallizzandocompletamenteinafacciadi unalastra
dielettricapiana(pianodi massak unasottile striscia

sull'altra faccia.

Perquestdineaa dueconduttori,nonsonodisponibili espressionanalitichedei vettorimodali:i parametri
principali della linea, come l'impedenzacaratteristicae la velocita di fasecon cui il modo si propag
vengononormalmentedeterminateper via numericao sperimentalel'andamentodei campi e indicato
in modo qualitatvo nella gura seguente.L'andamentodelle caratteristichedi propagzionedel modo
al variare della frequenzasono normalmenteriportate fornendo I'andamentodella costantedielettrica
efcace de nita comeil rapportotra i quadratidella costantedi fasedel modo e di quella delle onde
pianenel vuoto: o = 2=k dovek,=! =c

pianodi massa

C Ceiiivy Y

andamentalei campielettrico(linee scure)e magneticqlinee
pihchiare)relativi al modoquasiTEM di unamicrostriscia

1 —>

andamentdipico della costantedielettrica
ef®cacein unamicrostriscia

Il valoredi ¢ e sempremaggioredi uno (il modoquasiTEM e un‘ondalenta) e sempreinferiore al
valore della costantedielettricarelativa del materialedi cui e costituitoil supportodielettrico.

Fibra ottica, guida dielettrica

La presenzalei conduttorinon e necessariger ottenereuna guida d'onda I'esempio piu conosciutoa
guestoriguardoe sicuramentda bra ottica.

Della bra ottica a “salto d'indice”, o della “guida dielettrica” (usataper realizzareantennenella banda
delle microonde),che sono strutture costituite da un semplicecilindro dielettrico omogeneain aria, e
possibiledeterminarei modi in forma analitica. La trattazione,basatasui concetti esposti,richiede la
conoscenzalelle caratteristichadelle funzioni di Bessele delle funzioni di Besselmodi cate di primo e
seconddipo, chi fosseinteressat@uo trovare la trattazioneanchein [3].

In questiappuntici si limita a riportarei diagrammidi dispersionedei primi tre modi con nati di una
particolareguidadielettrica.La determinazioneli alcuni modi con nati su unastrutturadielettricaverra
illustrata con riferimento ad una lastradielettrica, per cui e sufciente conoscerde caratteristichalelle
funzioni seno,cosenoed esponenziale.

Il primo modonon ha frequenzadi taglio, e indicatocon HE;; percle, com’'eradaaspettarsie un modo
ibrido che ha componenteassialesia del campomagnetico(dominante),sia del campoelettrico, da cui
lindicazione HE 8. Il primo indice da le variazioniin sensoazimutale,il seconddn sensoradiale.Le
linee di forza del campoelettricodi questomodo, all'interno del dielettrico,assomigliananolto a quelle
del modo TE;; in unaguida circolare, al contrariodi questeche terminanosul conduttoreesterno,le
linee di forza del campoelettricodel modoHE;; si chiudonosu sé stessenella partein aria.

16
i modi ibridi in cui predominala componenteassialedel campoelettrico, vengonoindicati comemodi EH.
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I modi TE; e TM; sonomodi a simmetriaassiale
e il primo indice, sottinteso,e lo zero. In questi =k
modi il campo elettrico e magneticotraswersali
sonoo radiali 0 azimutalie quindi sonoo perpen-
dicolari o paralleli all'interfaccia dielettrico aria.
Dato che i campi perpendicolariallinterfaccia,
automaticamentsoddisano la condizionedi con-
tinuita, le soluzionia simmetriaassiale dipendono
daunosolodei potenzialidi Hertz-Debyetras\ersi
e sonoo TE o TM. Dal diagrammache mostrala
costantali propa@zione del modo,normalizzata
ako = ! =¢ in funzionedella frequenzanormaliz-
zata2a= , = (2a=¢ f, si notacherisulta sempre

> ko, cioe la velocita di fasedi questimodi e 2a= o
sempreinferiore a ¢, in accordocon quantodetto diagrammidi dispersionedei primi 3 modi con®nati
. . . . di una guida dielettrica di costantedielettrica relativa
in generale,che i modi con nati rappresentano 0= 2.5
sempreondelente.

Lastra dielettrica

Consideriamauna lastrapiana,inde nita, di spes- aria
sored di un dielettricoidealedi indicedi rifrazione d=2
n (n > 1) circondatada aria (indice di rifrazione dielettrico
unitario). Per la particolarib della struttura, se =2
consideriamahela propagzioneavvenga secondo aria

l'asse z e assumiamahei campielettromagnetici

nonvarinorispettoady, anchesesonopresentidue mezzidiversi, possiamdrovaredei modi di tipo TE e

TM. Infatti seil campoelettrico (oppureil campomagnetico)e ovunquediretto secondd'assex suesso
non dobbiamoimporre nessunaondizionesulle interfaccedielettrico-aria,semplicement@ercte non ha
componentdangente Questosempli ca di molto i calcoli e permettedi trovare soluzionidipendentida
uno solo dei due potenziali.

I modi della lastra dielettrica di questotipo sono interessantipercte ammettonoancheuna semplice
interpretazionen termini di ondepiane.Essiinfatti possonaesserevisti comeil risultatodi unacoppiadi

ondepiane (localmente)uniformi cheincidono,conlo stesscangolod'incidenza,al di sopradell’angolo
limite (#_. = arcsinl=n), su ciascunainterfacciadielettrico-aria.Dato che l'incidenza e oltre I'angolo

limite, in aria, sia da una parte che dall'altra, c'e un'onda evanescenteche non trasportaenegia in

direzioneperpendicolarall'interfaccia(asse x), masoloin direzioneparallelaad essa(assez). Perlo

stessamotivo, all'interno del dielettrico,le onde sonototalmenteri esse, e la direzionedi propagzione
di ciascunaondari essa coincideconla direzionedi propa@zionedell'altra onda,primadellari essione.

Per quei particolarivalori di frequenzaed angolod'incidenza,per cui i fronti d'ondadi ciascunaonda
ri essa coincidonoconi fronti d'ondadi ugualefasedell'altra ondaprimadellari essione, la descrizione
dei campi risulta autoconsistente puo essereestesaa tutta la lastra, dopo un numero arbitrario di

ri essioni. Troveremodei modi TE se la polarizzazionedelle due onde piane e perpendicolarel piano
d'incidenza(pianoxz), dei modi TM seinvecela polarizzazionee parallelaad esso.

Procedendacon I'analisi modale, consideriamoad esempioi modi con nati TE simmetrici, dervanti

quindi dal potenziale °¢x). Perla simmetriascelta,assumiamo °¢ x) =  %x) 17 e ci limitiamo a
determinare °¢x) soloperx 0. Perquantovisto, se poniamok, = ! =ce = j , le equazionida

17

dato che campi modali sonocollegati alle derivate dei potenziali,af®nchi campi modali siano simmetrici & necessarichei
potenzialisianoantisimmetricie viceversa.
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risolvere sono?8 :

0 x < d=2 (neldielettrico)

d=2< x (in aria)

20

d* x) 2.2 2y 0 d* %x) 2 2y 0
—_ + =0 —_—+ =0
oot (feng_y) " oz (o) ™
k2 2
. 0 _ condizioneall'in®nito
x“!ml ) =0 peri modi con®nati
0 0
lim m = lim m contnuié\di E
x! d=2 dx x! d=2+ dX
; 2 0 - 2 0 .
x“!md=2 k2 %x) = Xll!md=2+ 2 %x) contnuidhdi H,
Le soluzionisono:
®x) = Asin(kyx) (0 x< d=2) Bx) = Be & 92 (d=2< x)
con le condizioni Re(,) > 0
A ky coskyd=2) = « B
A k2 sin(kyd=2) = ’B
questecondizioni sonocompatibili se *°
ky tan(kyd=2) = ¢ = k2(n2 1) k2 (15)

Si puo veri care che I'equazio[ge(15), per ogni valore assgnatodi ko, ammettesoluzioni solo con ky

reale,in moduloinferioreak, n2 1, percui  risultarealepositivo.

Dal diagrammeasi puo veri care chele soluzionisonoin numero nito: il numerodi soluzionie uguale
al numerodiﬂami della funzioneky tan(ky d=2) cheintersecand'asseky in punti di ascissacompresa
trazeroek, n2 1. Il primoramointersecd'asseky nell'origine per cui per qualunquevaloredi ko

si ha semprealmenounasoluzione.

Ogni volta che,all'aumentaredi ko, il valoredi ko n? 1 superaun multiplo di k; = 2 =d, unanuova

soluzionesi aggiungeper cui il numerodi soluzionie:

. p
P=1+int ko n? 1=k;

Perky = pky, si trova y = 0 (non accettabilepercte  %non va a zero allin nito) e =
pulsazionedi taglio del p-esimomodo(0 p P) e pertanto:

ko. La

lp=ply 1= p
d n2 1
Per! > 1,, 4 epositvo pki < ky < ko n? 1 edallerelazionidi de nizione di e kyx si trova

q

- q_— !
= kZ+ 2> ko = = kZ2n2 k§<kon:'zn

ol

18
nel casoin cui la sezionedella strutturanon dlimitata e il problemadella determinazionelei potenziali& monodimensionale,
le condizioniall'in®nito sono:

chei potenzialiall'in®nito sianolimitati, peri modi irraggianti
chei potenzialiall'in®nito tendanoa zero, peri modi con®nati

19

l'espressionali  in funzionedi ko e ky si trova eliminando ? dalle de®nizionik& = k2n?
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A Ik TE®
4 -
I S ! ///TEge)
e 3, TEY
BREN / TE®
' 2, // TE®
0 =d =d =d 38 :d ka //
p Iy » ;/ Iy = 43;[1 anc -
ke n2 1 /
0 : i >
I =c 2! =c3! =c4! =¢ -

diagramma qualitatvo dei primi rami della funzione diagrammadi dispersionedei primi modi TE simmetrici
tan(kxd=2) (linea continua) e della funzione di unalastradielettrica.

k3(nz2 1) k2 (lineatratteggiata).

La velocita di fasecon cui il modosi propag@vs = ! = risultasemprecompresdra c=n e c, cioe trale
velocita di fasecon cui si propagnole ondepianeuniformi nei due mezziche costituisconda struttura.
Il fattoche risulti sempremaggioredi ! =c veri ca il fatto chei modi con nati sonoondelente.
L'interpretazionechecoinvolgele dueondepianeuniformi all'interno del dielettricoderiva semplicemente
dallariscritturadi sinkyx nell'espressionei %¢x) comesommadi dueesponenzialiCalcolandd campi
E e A mediantde espression{5)-(8) assumend@ | (z) = V(z) = e | Z etenendccontodellerelazioni
trai vari parametri,si trova:

E = uyAkXejkonuoﬁ_'_ uAkXejanuOOF
2 2
I {z P {z }
=X E 00
n n
H = 7&0 E—O+ 7UOO E-OO
o} o}
| —z—} |—{z—}
|’_‘|'0 HOO

dove , elimpedenzaintrinsecadel vuotoe + = tiyX + tyy + t,Z e il vettoredi posizionedel generico
punto nel dielettrico. E evidenteche E °H © e E %% ©sonoi campidi due onde piane uniformi che si

propagnodentroil dielettriconelle direzionide nite dai versori
0 K iy +  Hy 00— Ky tty +
kon kon

La tangentedell'angolo d'incidenzasulle interfaccee 2°

q
1+ n2 tan?(kyd=2) 1
tan# = — = p— > p
Kx nzZ 1 n2
si ritrova quindi chel'angolo d'incidenzasulle interfacce AX .
dielettrico-ariasuperasemprel'angolo limite (# > #.).  d= __aa Lo
. . . - dielettrico .. st
Allo stessomodo si veri ca anchechei fronti d'onda
dell'onda ri essa coincidono con i fronti d'onda di
ugualefasedell'altra ondaprima dellari essione. Visto
infatti che, per simmetria,i campidelle dueondesono | =~ ¥ s/
. . . . . d= PRl 4.
in f.asg:-m'qgalunqugountodellqss,gz, si veri ca chele aria fronte donda
variazionidi fasenei due cammini,indicati nella gura
accantosonouguali

= tan#
1 L

kons®+ arg( ») kons= kon(s%% s)

20
p
dalle de®nizionidi k., x e dallacondizione(15) si trova anche P nz 1= P kZ+ n2 2=k 1+ n2tan?kyd=2
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Infatti, tenendoconto della condizione(15), risulta >t arg( ») = kon (s® s% = k, d

Attenuazione nelle guide d'onda reali

| risultati ottenuticonl'approssimaziondi dielettrici e conduttoriideali descrvonol'andamentodei campi
elettromagneticiattraversoi vettori modali (reali) e prevedonoche se la frequenzadi taglio del modo
considerate inferioreallafrequenzali lavoro, il modosi propa@ senzaattenuaziond,impedenzamodale
e reale e le componentiassialidei campi sonoin quadraturarispettoa quelle tras\ersali. Tali risultati
normalmenteapprossimandn modo piu che soddishcentel'andamentodei campi modali a frequenze
nontroppovicine alla frequenzadi taglio, seci si limita a veri care la consistenzalei campisu distanze
di pochelunghezzed'onda.

Seinvece i vuole veri care la congruenzadei campireali con quelli previsti dalla teoria su distanze
molto maggioridellalunghezzad'onda, allora si trova chei campia grandedistanzapur continuandcad
avere la conformazioneprevista, possonoavere sia la faseche I'ampiezzasigni cativamentediverseda
quelle previste dalla teoria sviluppatanel casoideale.

Questofatto e del tutto normale,dato che, per quantopiccola sia la costantedi attenuazionenel caso
reale (nel casoideale e zero) e per quantopiccolo sia I'errore = reale ideale, Sulla costante
di fase,purcte tali quantia non siano identicamentenulle, e semprepossibiletrovare una distanzad
sufcientementegrandepercuie 9 ee | 9 differisconoda 1 in modosigni cativo.
Avereunastimapiu accuratadellafasedi un sggnalesu unalunga distanzae un problemamolto compli-
cato.Fortunatamentesia nel casosiamointeressatsemplicementa trasportargotenzaa radiofrequenza
su grandidistanze sia nel casosiamointeressatalla trasmissionali segnali contenentiun'informazione,
la faseassolutadel sggnale,quasisempree priva di alcuninteresseper cui non ce occupiamo.

Piu semplice,invece, e piu importantee avere una stima dell'attenuazionenel casoreale del campo
elettromagneticau grandedistanzalnfatti, seassumiamahenel casorealei campimodalisi propaghino
con unacostantedi attenuazione e consideriamainasolaondachesi propa@ nella direzionepositva
di z, otteniamoche la potenzatrasportatanella genericasezionez e datada:

P(z) = Poe ??
dove P, e la potenzatrasportatanella sezionez = 0. Derivandorispettoa z otteniamo:
dP(z)
=2 P(z
4z (2)

guestarelazionedice cheil decrementali potenza dP(z) in untrattodi guidadi lunghezzadz uguaglia
la potenzatrasportatanella stessasezioneP (z) moltiplicata per 2 dz, qualunquesia la sezionedi
riferimento. Facendoil bilancio enegetico su un tratto di guida compresotra z e z + dz, si trova che
tale decrementaleve necessariamentesseraugualealla potenzatotale dissipataall'interno del tratto di
guidaa causasia della non perfettaconducibilia dei conduttori,sia della non idealita dei dielettrici. Per
ogni valoredi z deve quindi essere

2 Pdz= dP.+ dPy

21

_ P
dall'espressionealel coefdcientedi ri essionefisulta: arg( » ) = 2arctan sin#;  sin®#_ =cos#;

)

essendo:sin# = =(kon), cos#i = kx=(kon), sin#_ = 1=n, si trova
sin?# sin?#. _ kon 2 ki _ _ _
cosH, T kn ke tan(ky d=2) ) arg( ») = ked
analog@mentesi trova
s=d=2 1+ tan2# = kz"zd s®=s%o0s 2( =2 #)) = sCcos(2#)=5s’1 2cof#
X

da cui: kon (s® 5% = kons®2cog# = kyd.
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dove dP; e dPy rappresentante potenzedissipaterispettva-

mentenei conduttorie nei dielettrici interni al tratto di guida ;’

compresotra z e z+ dz. Assumendoche siano veri cate le :
P d

condizioni relative all'effetto pelle, e indicando con Rg la
resistenzasuper ciale dei conduttori,risulta

1 Z P

dP. = Zdz RsjJsjidc

2 c

dove Js = A H e la densit super ciale di corrente.Allo stessomodo, assumendahe il dielettrico
(nonnecessariamentamogeneojllinterno dellastrutturasiaa bassaperdita,e ponendo, %  tan &,
o % tan ., dove e sonoi modulidellapermittivita dielettricae permeabilia magnetica(prati-
camentecoincidenticonle rispettive partireali)e ¢ e n, sonogli angolidi perditaelettricoe magnetico,
risulta: 1 z

dPy = 5! dz S( tan ¢ Ej?+ tan mjHj? ds

Pertantoassumendeheall'interno del tratto in nitesimo di guidaconsideratoj campireali differiscano
in manieradel tutto trascurabileda quelli previsti dall'analisi sviluppataper il casoideale, e possibile
valutare questequantita in modo perturbativg identi cando E e H con le espressionrelative al caso

idealee ricavare
Z Z
RsjHj2dc+! ( tan {Ej?+ tan mjHj?ds
C 7 S

2P dz dz 2

Re E H t, ds
s

Dall'espressioneg evidenteche , essendadl rapportotra due forme quadratichedei campinella stessa
sezionenon dipendedalla tensioneo correntemodale,ma solo dalla “forma” dei campie dalle caratte-
ristichedei materialiche costituisconda struttura. 10
Nel diagrammaa anco e riportato I'andamento

conla frequenzadell'attenuazionalel modo TEM 9B/
in untipico cavo coassialee delmodoTE;p in una 1
guidarettangolaren aria.

Dal diagrammasi vede che l'attenuazionedel

modo TEM in scalalogaritmica e praticamente 01
linearecon la frequenzae rispecchia'andamento \
della resistenzasuper ciale: nella bandadi fre-
quenzeconsideratanel diagramma/attenuazione  ,,
e dovuta principalmentealle perdite ohmichesui 1MHz 10 100 1GHz 10
conduttori. L'attenuazionedel modo TE;g (che e de nita solo al di sopradella frequenzadi taglio) e
dovuta unicamentealle perdite ohmiche sui conduttori,dato che il dielettrico della guida e I'aria. Dal
diagrammasi vede che 'attenuazionee molto elevata per frequenzemolto prossimealla frequenzadi
taglio (3 GHz), decrescamolto rapidamentall'aumentaredella frequenzano araggiungeraun minimo
ad unafrequenzacirca doppiadelle frequenzadi taglio, per poi risalire quasilinearmenteall'aumentare
dellafrequenza.

Da questodiagrammasi capiscepercte nella bandadelle microondee piu corvenientelimpiego delle
guided'ondarispettoa quellodei cavi coassiali;si capisceanchepercte la bandadi utilizzo di unaguida
d'onda ha comelimite inferiore unafrequenzaeggermentemaggioredella frequenzadi taglio.

[1] G. Conciauro,L. Perrgrini: Fondamentidi ondeelettomagnetiche, McGraw-Hill, Milano, 2003.
[2] G. Conciauro:Introduzionealle ondeelettomagnetihe, McGraw-Hill, Milano, 1993.

[3] G. Conciauro:Appunti sulle guide dielettriche e Appunti sulle ®bre ottiche, disponibili tra gli appuntidel corso
(disattivato) di @Complementdi campielettromagnetici%u http://microvave.unipvit/.



