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Analisi modale di guide d'onda

Consideriamole strutture mostratein �gura: linee aereein alta tensione,cavi multi-conduttori, cavi
coassiali,guided'ondatubolari 1 di formediverse,�bre ottiche,. . . , chesonoesempidi strutturein grado
di guidareonde elettromagnetiche,normalmenteimpiegate per trasmetterepotenzaelettromagneticain
bandedi frequenzadiverse,o al semplice�ne di disporredi energia in luoghi lontani dal generatore,
oppureper trasmetteresegnali cheportanoun'informazione.
La forma idealizzatadi tali struttureconsistein un'insiemedi conduttorie/o dielettrici, inde�niti in una
dimensione,la direzioneassiale,con la caratteristicadi essereugualea sé stessaper una qualunque
traslazionenella direzionedell'asse.Le strutturepropostesonomolto diversetra loro, alcune,comele
guide d'onda tubolari e i cavi coassiali,sono completamenteschermateverso l'esterno da conduttori
metallici, altre, come le linee elettrichead alta tensionee le �bre ottiche, non sonoaffatto schermate;
alcune,comele guided'onda,sonocostituiteda un solo conduttore,altre, comele linee bi�lari, il cavo
coassialee le linee ad alta tensione,sonocostituiteda dueo pi �u conduttoriisolati tra loro; altre ancora,
comele �bre ottichee le guidedielettriche,non hannonessunelementometallicoal loro interno.

linee ad alta tensione ®bre ottiche guidarettangolare

cavi unipolari e multi-polari guidacircolare cavo coassiale

Il nostropropositonon �e di calcolarei campielettromagneticidovuti adun particolaresistemadi sorgenti
in presenzadi tali strutture,ma semplicementedi trovaredelle soluzionidelle equazionidi Maxwell nel
dominiodellafrequenzacherispettinole condizioniimpostedallapresenzadi tali struttureedi studiarnele
caratteristiche.Tra tutte le soluzionipossibili,ci proponiamodi trovarequellecherispettanola simmetria
della strutturaidealizzata,cio�e che non cambianoforma per una qualunquetraslazionenella direzione
dell'assema che,al massimo,vengonomoltiplicateper un fattorechene cambiaglobalmentel'ampiezza
e/o la fase.
Le soluzionichegodonodi tale propriet�a vengonochiamatemodi della struttura.Comesi vedr�a, l'analisi
modale�e uno strumentomolto potente,ma alquantocomplicato,in certi casi.
Senzaavere la pretesadi svilupparetale analisi in tutti i suoi dettagli, ci limiteremo a studiarenei casi
pi�u semplici le principali caratteristichedei diversi tipi di modi sopportatidalle varie strutture.

1

il termine guida d'onda Áe molto genericoe indica qualunquestruttura,come quelle elencate,in grado di guidare un'onda
elettromagnetica.Lo stessotermine,senzaulteriore speci®cazione,Áe comunementeusatoancheper indicareuna guida d'onda
tubolare,costituitacioÁe da un unico conduttorecavo.
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Potenziali di Hertz-Debye

�E possibiledimostrareche qualunquecampoelettromagneticomonocromaticodi pulsazione! , in un
mezzo omogeneo,stazionario,lineare, isotropo, non dispersivo e senzaperdite 2, caratterizzatodalla
permittivit �a elettrica � e dalla permeabilit�a magnetica� , in una zona priva di correnti impresse,pu�o
esseresemprerappresentatonella forma:

~E =
r � r � ~u 	 0

j ! �
� r � ~u 	 00 (1)

~H = r � ~u 	 0+
r � r � ~u 	 00

j ! �
(2)

dove ~u �e un versorecostantee le funzioni scalari	 , cheprendonoil nomedi potenzialidi Hertz-Debye,
soddisfano l'equazioneomogeneadi Helmholtz:

r 2	 + k2	 = 0 (3)

in cui, comeal solito, k2 = ! 2� � .
�E immediatoveri�care che le espressionidi ~E e ~H soddisfano le equazionidi Maxwell 3. Quantoalla
generalit�a dell'espressione,non c' �e dubbio che qualunquevettoresolenoidale,comedevono essere~E e
~H in una zonapriva di correnti impresse,pu�o essererappresentatodal rotore di un opportunovettore.
Tuttavia potrebbesorgere il dubbio che l'assunzioneche questovettoresia ovunquediretto secondo~u
possaesseretropporestrittiva. A questoriguardoci si limita a ricordarechei potenzialinon sonode�niti
in manieraunivocae che �e possibilesfruttarequestaindeterminazioneper sempli�care l'espressione4.
Come�e statodetto,vogliamotrovaresoluzionidelleequazionidi Maxwell cherispettinola simmetriaper
traslazionedella guidad'onda,cio�e soluzionicheper unatraslazionerispettoall'asserimanganouguali a
sé stesse,a menodi un fattoredi fasee/oampiezza.A questoscopo,assumiamoun sistemadi coordinate
cilindriche con assez coincidentecon l'asse della strutturae indichiamocon ~� il vettoredi posizione
nella genericasezionetrasversale.Avendoconstatatoinoltre dalle (1) e (2) che 	 0 ha le dimensionidi
unacorrentee 	 00di una tensione,poniamo

	 0 = � 0(~� ) I (z) 	 00= � 00(~� ) V (z)

In questomodo i potenzialitrasversali � 0 e � 00risultanoadimensionali.
Con questaassunzione,e identi�cando il versore~u con il versore~uz nella direzionedell'asse,possiamo

2

alcunedi questeipotesi,non strettamentenecessarie,sonofatteper semplicitÁa di trattazione.
3

infatti, usandole identitÁa (B31) e (B32) di [1] e tenendocontodella (3), si ha:

~E =
rr � ~u 	 0

j ! �
�

~u r 2 	 0

j ! �
� r � ~u 	 00 =

rr � ~u 	 0

j ! �
� j ! � ~u 	 0 � r � ~u 	 00

dividendoil rotoredell'ultima espressioneper � j ! � , si ottiene

r � ~E
� j ! �

= r �
rr � ~u 	 0

k2
+ r � ~u 	 0 +

r � r � ~u 	 00

j ! �

checoincidecon l'espressionedi ~H , datoche il primo termineÁe nullo, essendoil rotoredi un gradiente.
In modoanalogosi veri®ca cher � ~H diviso per j ! � coincidecon ~E .

4

ad esempio,se ~A = r � ~B , risulta anche~A = r � ~B 0 con ~B 0 = ~B � r � , qualunquesia � , datocheil rotoredi un gradiente
Áe semprenullo. Se, inoltre, ~A Áe un vettoretrasversalerispettoa ~u � ~uz ( A z = @B x =@y � @B y =@x = 0) Áe semprepossibile
scegliere � in mododa annullarele componentidi ~B 0 secondox e y

~A = r �
�

~ux

�
B x �

@�
@x

�
+ ~uy

�
B y �

@�
@y

�
+ ~uz

�
B z �

@�
@z

� �

infatti le condizioni@�=@x = B x e @�=@y = B y sonocompatibili con la condizionedi trasversalitÁa di ~A rispettoa ~uz

@B x

@y
=

@B y

@x
=

@2 �
@x @y

Si concludeche l'espressioner � ~u 	 puÁo rappresentarequalunquecamposolenoidaletrasversalea ~u.
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riscrivere le relazioni (1) e (2) separandonegli operatori differenziali laplacianoe gradientela parte
trasversalecheoperasulle coordinatetrasversali (~� ) e quellaassialecheoperasulla coordinataz :

r 2 = r 2
T +

@2

@z2 r = r T + ~uz
@
@z

separandole parti trasversalie assialidel campoelettrico ~E = ~ET + Ez ~uz e magnetico~H = ~H T + H z ~uz,
otteniamo5

~ET =
�
j k

r T � 0(~� )
@I (z)

@z
+ ~uz � r T � 00(~� ) V (z)

~H T = � ~uz � r T � 0(~� ) I (z) +
1

j k �
r T � 00(~� )

@V(z)
@z

Ez = �
�

j k
r 2

T � 0(~� ) I (z)

H z = �
1

j k �
r 2

T � 00(~� ) V (z)

dove � =
p

�=� �e l'impedenzaintrinsecadel mezzo.
Assumiamoin�ne chei parametridi tensionee correnteV(z) e I (z), introdotti perdescriverel'andamento
assialedi 	 0 e 	 00, soddis�no l'equazionedei telegra�sti:

@V(z)
@z

= � 
 Z I (z)
@I (z)

@z
= � 


V (z)
Z

dove 
 e Z sonoopportunecostantida determinare,di dimensioniuguali rispettivamenteall'inversodi
una lunghezzae ad un'impedenza.
La giusti�cazionerigorosadi tale assunzione(chequi vienetralasciata)dovrebbecontemplaretutti i casi
particolari,ma �e evidenteche nel casogenerale~ET e ~H T al variaredella sezionecambianosolo per un
fattoredi fasee/oampiezzasolose@I (z)=@z �e proporzionalea V(z) e @V(z)=@z �e proporzionalea I (z).
Con quest'ultimaassunzione,troviamo che le condizioni (3) sonoveri�cate sesia � 0 che � 00soddisfano
l'equazione6

r 2
T �( ~� ) + � 2 �( ~� ) = 0 (4)

dove � 2 = 
 2 + k2

e che le espressionidei campiderivanti dalle (1) e (2) diventano:

~ET =
�

�
� 

j kZ

r T � 0(~� ) + ~uz � r T � 00(~� )
�

V(z) (5)

~H T =
�

�

 Z
j k �

r T � 00(~� ) � ~uz � r T � 0(~� )
�

I (z) (6)

Ez =
� � 2

j k
� 0(~� ) I (z) (7)

H z =
� 2

j k �
� 00(~� ) V (z) (8)

5

r � r � ~uz 	 = rr � ~uz 	 � r 2~uz 	 =
�

r T + ~uz
@
@z

� @
@z

	 � ~uz

�
r 2

T +
@2

@z2

�
	 = r T

@
@z

	 � ~uz r 2
T 	

r � ~uz 	 = � ~uz �
�

r T + ~uz
@
@z

�
	 = � ~uz � r T 	

6

infatti, separandole parti assialie trasversalidell'equazione(3) per 	 0 si trova

r 2
T � 0(~� ) I (z) + � 0(~� )

@2 I (z)
@z2

+ k2 � 0(~� ) I (z) = 0

dall'equazionedei telegra®sti si trova @2 I (z)=@z2 = 
 2 I (z) da cui l'espressione(4) per � 0.
In mododel tutto analogosi ritrova la stessaespressioneancheper � 00.
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Perdeterminarei campidi un modo �e necessarioquindi risolverecasoper casol'equazione(4) per � 0 e
� 00in ciascunaparteomogeneadella sezionedella guidad'onda,tenendocontodelle condizioni imposte
dalla suaforma e struttura,cio�e:

� la condizionedi pareteelettricasui conduttorimetallici (persemplicit�a approssimiamoqualsiasibuon
conduttorecon il conduttoreperfetto)

� la continuit�a delle componentitangenzialidei campi elettricoe magneticosulle interfaccecon altri
dielettrici

� opportunecondizioniall'in�nito, nel casodi guided'onda non schermate.
La soluzionedi questoproblemade�nisce completamentela conformazionedelle componentitrasversali
e assialidei campielettricoe magneticorelativi al modoconsiderato,la suacostantedi propagazione

e la relativa impedenzamodaleZ .
La tensionemodaleV(z) e la correntemodaleI (z), essendosoluzionedell'equazionedei telegra�sti, in
generalesonodateda

V(z) = V + e� 
 z + V � e
 z I (z) =
V + e� 
 z � V � e
 z

Z

dove V + e V � rappresentanole tensioni modali in z = 0 relative alle onde che si propagano (o si
attenuano)rispettivamentenel verso positivo e negativo dell'assez e sono completamentede�nite se
sonode�nite condizionisuf�cienti all'inizio e/o alla �ne del tratto di guidad'onda in esame.

Guide d'onda

Consideriamoil casodi strutturecostituite da un semplicetubo
perfettamenteconduttore e contenenteun unico dielettrico. In
questocaso,datochela struttura�e completamenteschermatae c' �e
un solo dielettrico, l'unica condizioneche dobbiamoconsiderare
nel risolverele equazioni(4) �e la condizionedi pareteelettricasul
contornoC della sezioneS (semplicementeconnessa)della guida.
Tale condizioneimpone:

Ez = 0 ~n � ~ET = 0

Dall'equazione(7) si vede che se � 6= 0, condizioneche come
si vedr�a �e sempreveri�cata in questocaso,l'annullamentodi Ez

impone:

� �
~n

~t

S C

� 0(~� ) = 0 ~� 2 C condizionedi Dirichelet (9)

Dall'equazione(5) si deduceinvecechela condizione~n � ~ET = 0 non imponenessun'altracondizionesu
� 0, datoche,essendocostantesul contorno,il suo gradiente�e sicuramenteperpendicolaread esso;essa
imponeinvecesu � 00la condizione7

@� 00(~� )
@n

= 0 ~� 2 C condizionedi Neumann (10)

Nel casoconsiderato,si trova quindi chesiale equazionichele condizionial contornoche� 0e � 00devono
soddisfaresonocompletamenteindipendenti.Dalle equazioni(5)-(8), si vedechele soluzioniderivanti dal
potenziale� 0 dannocampielettromagneticiprivi della componenteH z, cio�e campi trasversali magnetici
(TM), mentrele soluzioniderivanti dal potenziale� 00dannocampiprivi dellacomponenteEz, cio�e campi
trasversali elettrici (TE).

7

~n � (~uz � r T � 00(~� )) = ~uz

�
~n � r T � 00(~� )

�
� r T � 00(~� ) ~n � ~uz| {z }

zer o

= ~uz
@� 00(~� )

@n
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�E noto che l'equazione(4) sia con con la condizioneal contorno(9) che con la condizioneal contorno
(10) �e un'equazioneagli autovalori che ammetteun'in�nit �a numerabiledi autosoluzionif � 0

i ; � 0
i
2g e

f � 00
i ; � 00

i
2g (i = 1; 2; : : : ) dipendentiesclusivamentedalla forma e dimensionidella sezioneS.

Le autofunzioni� 0
i e � 00

i possonosempreessereassuntereali, sonoortogonali 8 e normalizzabilie gli
autovalori � 0

i
2 e � 00

i
2 sonoreali positivi 9 .

Ciascunasoluzionederivante da ogni autosoluzioneviene detta modo, ed i vettori di campoad essa
associativettori modali. I risultati relativi a ciascunmodosonoriassuntinella seguentetabella.

modi TM modi TE

r 2
T � 0

i + � 0
i
2 � 0

i = 0 r 2
T � 00

i + � 00
i

2 � 00
i = 0 equazione

� 0
i (~� ) = 0 ~� 2 C

@� 00
i (~� )

@n
= 0 ~� 2 C condizioneal contorno

Z

S
� 0

i
2ds = 1

Z

S
� 00

i
2ds = 1 condizionedi

normalizzazione
Z

S
� 0

i � 0
j ds = 0 (i 6= j )

Z

S
� 00

i � 00
j ds = 0 (i 6= j ) ortogonalitÁa


 0
i =

q
� 0

i
2 � k2 
 00

i =
q

� 00
i

2 � k2 costantedi
propagazione

~e0
i = �

r T� 0
i

� 0
i

~h 0
i = ~uz � ~e0

i

~h 00
i = �

r T� 00
i

� 00
i

~e00
i = � ~uz � ~h 00

i

9
>>=

>>;
vettori modali

Z 0
i = �


 0
i

j k
Z 00

i = �
j k

 00

i
impedenzamodale

~E 0
i = ~e0

i V 0
i � j ~uz

� 0
i

k
� 0

i � I 0
i

~E 00
i = ~e00

i V 00
i

~H 0
i = ~h 0

i I 0
i

~H 00
i = ~h 00

i I 00
i � j ~uz

� 00
i

k
� 00

i
V 00

i

�

9
>>=

>>;
campimodali

Si notache la condizionedi normalizzazioneimplica che i potenziali� i , sia TE cheTM, sianodimensionalmenteuguali
all'inversodi una lunghezza,cosÁ� cherisulta adimensionaleil rapporto� i =� i .

In generale,considerandocomesoluzionedel problemaelettromagneticounacombinazionelinearedelle
soluzionimodali trovate,si ha

8

l'ortogonalitÁa implicaZ

S

� i � j ds = 0 i 6= j

e puÁo essereveri®catascrivendol'identitÁa (B.92) [1], relativa a duequalunquefunzioni � i � j , entrambeTE o TMZ

S

�
� i r

2
T� j � � j r 2

T� i

�
ds =

Z

C

�
� i

@� j

@n
� � j

@� i

@n

�
dc

per le condizionial contorno,il secondomembroÁe comunquenullo, da cui, tenendocontodella (4), risulta:

(� 2
i � � 2

j )

Z

S

� i � j ds = 0

questarelazioneimplica direttamentel'ortogonalitÁa se � i 6= � j , se invece � i = � j (autosoluzionidegeneri) allora anchele
combinazioni � i = a � i � b� j e � j = b� i + a � j , qualsiasisianole costantia e b, sonoautofunzionidell'equazione(4)

con lo stessoautovalore,ed Áe semprepossibiledeterminarea e b in modoche
R

S
� i � j ds = 0 e assumere� i

� R
S

� 2
i ds

� � 1=2

e � j

� R
S

� 2
j ds

� � 1=2
comenuove de®nizioni per � i e � j .

9

in realtÁa l'equazione(4) con la condizioneal contorno(10), indipendentementedalla forma della sezione,ammettesemprela
soluzionef � 00

0 = cost ; � 00
0 = 0g. QuestasoluzioneperÁo non ha interessedatoche i campiad essaassociatisononulli.
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~E(~�; z) =
X

i

�
~e0

i (~� ) V 0
i (z) � j ~uz

� 0
i

k
� 0

i (~� ) � I 0
i (z)

�
+

X

i

~e00
i (~� ) V 00

i (z) (11)

~H (~�; z) =
X

i

~h 0
i (~� ) I 0

i (z) +
X

i

�
~h 00

i (~� ) I 00
i (z) � j ~uz

� 00
i

k
� 00

i (~� )
V 00

i (z)
�

�
(12)

�E statodimostratoche la rappresentazione(11)-(12) �e del tutto generalee pu�o rappresentarequalunque
campoelettromagneticoentrounaguidad'onda, in assenzadi correnti impresse.

Considerazioni sulla propagazionedei modi

Dalla tabella delle soluzioni, si vede che per ciascunmodo, sia TE che TM, se k = !
p

�� = ! =v �e
minore di � i , 
 i �e realeed il campomodalerappresentaun'onda stazionariaevanescente,mentrese k
�e maggioredi � i , 
 i �e immaginariaed il campomodalerappresentaun'onda pianache si propaga nel
versopositivo o negativo dell'assez. Per ogni modo si de�nisce pulsazionedi taglio o di cutoff quella
pulsazione! c per cui k = � i :

! c = � i v

analogamente,si de�nisconofrequenzadi taglio e lunghezzad'onda di taglio la frequenzae la lunghezza
d'onda corrispondentia ! c:

f c =
! c

2�
� c =

v
f c

=
2�
� i

per cui risulta semprek=� i = ! =! c = f =f c = � c=� , dove � = v=f rappresentala lunghezzad'onda
di un'ondapianauniformealla frequenzaf nel dielettricoconsiderato.

I risultati di questeconsiderazioni,con le de�nizioni assunte,sonoriassuntinella seguentetabella:

! < ! c � � > � c ! > ! c � � < � c

� = Re(
 ) =
2�
� c

s

1 �
� 2

c

� 2 =
! c

v

s

1 �
! 2

! 2
c

� = Re(
 ) = 0

� = Im( 
 ) = 0 � = Im(
 ) =
2�
�

s

1 �
� 2

� 2
c

=
!
v

s

1 �
! 2

c

! 2

Z 0 = � j �
�
k

= � j �
q

! 2
c=! 2 � 1 Z 0 = �

�
k

= �
�
� g

= �
q

1 � ! 2
c=! 2 < �

Z 00= j �
k
�

= j
�

p
! 2

c=! 2 � 1
Z 00= �

k
�

= �
� g

�
=

�
p

1 � ! 2
c=! 2

> �

Z immaginarie Z reali

Quandosi ha propagazione,la velocit�a di fasevf con cui si propaga il campoelettromagneticoin guida
e la corrispondentelunghezzad'onda � g sonodateda

vf =
!
�

=
v

p
1 � ! 2

c=! 2
> v � g =

2�
�

=
�

p
1 � � 2=� 2

c
> �

La velocit�a di fasedipendedalla frequenza,ma risulta comunquemaggioredella velocit�a con cui le onde
pianeuniformi si propaganonel mezzoconsiderato;per questomotivo questeondevengonodetteveloci.
Anche la lunghezzad'onda in guida �e sempremaggioredella lunghezzad'onda relativa alle ondepiane
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ff c

v

vf

ff c

�

� g

�

!

! c
! = � v

velocitÁa di fase lunghezzad'onda in guida diagrammadi dispersione

uniformi chesi propaganoalla stessafrequenzanel dielettricocheriempie la guida.
La relazionedi dispersione! = ! (� ), immediatamentededucibiledalle espressioniprecedenti,�e datada

! =
q

! 2
c + � 2 v2

In �gura sonoriportati gli andamentitipici conla frequenzadellavelocit�a di fasee della lunghezzad'onda
in guida,assiemeall'andamentodel diagrammadi dispersione.
La potenzatrasportatain unasezionedella guidada ogni campomodale�e

Pi =
1
2

Re
� Z

S

~E i � ~H �
i � ~uz ds

�
=

1
2

Re(Vi I �
i )

Z

S
~ei � ~hi � ~uz ds

dove si �e tenutocontoche~ei e ~hi sonoreali e che la componenteassialedel campoelettrico (nei modi
TM) o del campomagnetico(nei modi TE) non pu�o darealcuncontributo.
Con le de�nizioni assunte,sia per i modi TM cheper i modi TE risulta 10

Z

S
~ei � ~hi � ~uz ds = 1

Pertanto,nel casoci sia una sola onda che si propaga o si attenuain uno dei due versi dell'assez
(Vi = V �

i e� 
 i z e I i = � Vi =Z i ), si trova chesi ha trasportodi potenzasolo sel'impedenzacaratteristica
�e reale,cio�e se la frequenza�e superiorealla frequenzadi taglio, 
 i �e immaginarioe il campomodale�e
un'ondachesi propaga. In questocasorisulta:

Pi = �
jV �

i j2

2Z i
= �

Z i jI �
i j2

2

Nel casoci sianoondenei dueversidell'assez, (Vi = V +
i e� 
 i z + V �

i e
 i z e Z i I i = V +
i e� 
 i z � V �

i e
 i z)
si trova

Pi =
1
2

Re

 
jV +

i j2e� 2Re(
 i )z � 2j Im(V +
i V � �

i e� 2j Im( 
 i )z) � jV �
i j2e2Re(
 i )z

2Z �
i

!

pertanto,seil modosi propaga (
 i immaginarioe Z i reale)la potenzacheattraversala genericasezionez
�e datadalle differenzatra la potenzatrasportatasingolarmentedalle dueonde(il terminemutuo,essendo
immaginario,non d�a contributo)

Pi =
jV +

i j2

2Z i
�

jV �
i j2

2Z i

mentrese il modo non si propaga (
 i reale e Z i immaginario,Z i = j Im(Z i ) ) l'unico contributo al

10

essendosia per i modi TE cheTM ~hi = ~uz � ~ei e ~ei = � ~uz � ~hi , in ogni casosi haZ

S

~ei � ~hi � ~uz ds =

Z

S

~ei � ~ei ds =

Z

S

~hi � ~hi ds =
1
� 2

i

Z

S

r T� i � r T� i ds

applicandol'identit Áa (B91) [1] e tenendocontodella (4), si trova:Z

S

~ei � ~hi � ~uz ds = �
1
� 2

i

Z

S

� i r 2
T � i ds +

1
� 2

i

Z

C

� i
@� i

@n| {z }
zero

dc =

Z

S

� 2
i ds = 1
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trasportodi potenzapu�o esseredatodal terminemutuoseV +
i e V �

i non sonoin fase

Pi =
Im(V +

i V � �
i )

Im(Z i )

Nel casogenerale(11)-(12),quandoil campoelettromagnetico�e datodalla sovrapposizionedi pi �u modi,
si trova che la potenzatotale trasportata�e ugualealla sommadelle potenzetrasportatedai singoli modi:

1
2

Z

S
Re

�
~E � ~H �

�
� ~uz ds =

1
2

X

i

Re(V 0
i I 0�

i ) +
1
2

X

i

Re(V 00
i I 00�

i )

infatti, sia nel casosi considerinoduediversi modi, entrambeTE o TM 11 , sia nel casosi consideriun
modoTE e uno TM 12 , risulta sempre

Z

S
~ei � ~hj � ~uz ds = 0 (i 6= j )

Il modocon la frequenzadi taglio pi �u bassavienedettomododominante. La bandadi utilizzo normale
di unaguidad'ondasi estendeda pocosoprala frequenzati taglio del mododominante�no a pocosotto
la frequenzadi taglio del primo modo superiore.Operandoin questabandadi frequenze(condizione
di unimodalit�a) il campoelettromagneticonella guida,a distanzasuf�cientementegrandeda qualunque
discontinuit�a, �e datosostanzialmentedal campodel mododominante.

Guida rettangolare

La guida d'onda di uso pi�u comune �e la guida rettangolare.
Normalmenteessaviene riferita ad un sistemacartesianocon
l'assex secondoil lato maggiore(a � b).
Le espressionidei potenziali � 0 e � 00, dei rispettivi numeri
d'onda di taglio e dei relativi vettori modali sono riportati
nella tabellaseguente.Essidipendonoda dueindici m e n che
dannoil numerodi variazionidel camponella direzionex e y
rispettivamente.

x

y

a

b

11

con passaggianaloghia quelli di svolti per calcolarela potenzatrasportatada un modo,si trovaZ

S

~ei � ~hj � ~uz ds =

Z

S

~ei � ~ej ds =

Z

S

~hi � ~hj ds =
1

� i � j

Z

S

r T� i � r T� j ds

=
� j

� i

Z

S

� i � j ds =
� i

� j

Z

S

� i � j ds = 0

12

in questocasorisultaZ

S

~e 0
i � ~h 00

j � ~uz ds =

Z

S

~e 00
i � ~h 0

j � ~uz ds =
1

� i � j

Z

S

r T� 0
i � r T� 00

j � ~uz ds = �
1

� i � j

Z

S

r T� 0
i � r T � ~uz � 00

j ds

=
1

� i � j

Z

C

� 0
i ~n � r T � ~uz � 00

j dc = 0

dove Áe statausatal'edentitÁa
Z

S

r T a � r T � ~A ds =

Z

S

r T �
�
a r T � ~A

�
ds =

Z

C

a ~n � r T � ~A dc

e si Áe tenutocontochesul contorno� 0 = 0 .
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modi TMmn (m; n = 1; 2; : : :) modi TEmn (m; n = 0; 1; 2; : : : esclusom = n = 0)

� mn = �
q

(m=a)2 + (n=b)2

� mn =
2�
� mn

= 2
. q

(m=a)2 + (n=b)2

� 0
mn =

2
p

ab
Sx Sy � 00

mn =
2

p
� mn ab

Cx Cy

~e0
mn =

� mnp
ab

�
� ~ux

m
a Cx Sy � ~uy

n
b Sx Cy

�
~e00

mn =
� mnp
� mn ab

�
~ux

n
b Cx Sy � ~uy

m
a Sx Cy

�

~h 0
mn =

� mnp
ab

�
~ux

n
b Sx Cy � ~uy

m
a Cx Sy

� ~h 00
mn =

� mnp
� mn ab

�
~ux

m
a Sx Cy + ~uy

n
b Cx Sy

�

Sx = sin m� x
a Sy = sin n� y

b Cx = cosm� x
a Cy = cosn� y

b

� mn =

�
2 sem = 0 o n = 0
1 sem 6= 0 e n 6= 0

Nella �gura seguente�e riportato l'andamentodel campoelettrico trasversale(tratto scuro)e del campo
magneticotrasversale(tratto pi �u chiaro) relativo ai primi modi di unaguidad'onda rettangolare[2].

TE10 TM11 TE20

TE11 TE01 TM21

Il modo dominante�e il TE10. Per essoil numerod'onda di taglio �e � 00
10 = � =a, la lunghezzad'onda

di taglio �e il doppio del lato maggiore� 00
10 = 2a e la frequenzadi taglio �e f 00

10 = v=(2 a) per cui, ad
esempio,una guida rettangolarecon lato maggiorea = 5 cm in aria (v = c) permettela propagazione
solo a frequenzesuperioria 3 GHz. Il potenzialee i vettori modali assumonole sempliciespressioni:

� 00
10 =

r
2
ab

cos
� x
a

~e00
10 = �

r
2
ab

~uy sin
� x
a

~h 00
10 =

r
2
ab

~ux sin
� x
a

da cui si vede che il campoelettrico �e ovunquediretto secondoy e il campomagneticotrasversale
secondox. I campimodali sono

~E 00
10 = V 00

10 ~e00
10 = �

r
2
ab

~uy sin
� x
a

V 00
10(z)

~H 00
10 = I 00

10
~h 00

10 � j ~uz
V 00

10

�
�
2a

� 00
10 =

r
2
ab

�
~ux sin

� x
a

I 00
10(z) � j ~uz cos

� x
a

�
2a

V 00
10(z)
�

�

Se il modo si propaga, l'impedenza,la velocit�a di fasee la lunghezzad'onda in guida del modo TE10

sono:
Z 00

10 =
�

p
1 � (�= 2a)2

v 00
f 10 =

v
p

1 � (�= 2a)2
� 00

g 10 =
�

p
1 � (�= 2a)2

Il primo modosuperiorepu�o essereil TE01 (� 00
01 = 2b) o il TE20 (� 00

20 = a) , secondose2b �e maggiore
o minoredi a.
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Guida circolare

Un'altra guida d'onda di uso comunee di cui �e possibiledeter-
minarei modi in formaanalitica�e la guidacircolare.Naturalmente
essaviene riferita ad un sistemapolare r; ' che permettedi
risolvere l'equazione (4) con il metodo della separazionedelle
variabili. Si trova chele autofunzionidipendonoda ' comecosm'
con m intero,oppure,datala simmetriadella guida,comesinm'
(modi degeneri per m > 0). La variazione in sensoradiale �e
descrittada funzioni di Besseldi primo tipo.

xO

r

a

'

I modi sonoancoraidenti�cati da due indici: m che d�a il numerodi variazioni in sensoazimutalee n
che d�a il numerodi variazioni in sensoradiale,per i modi degeneri �e necessariaanchel'indicazione se
la dipendenzaazimutale�e tipo coseno(e = even) o seno(o = odd).
Le espressionidei potenziali� 0 e � 00, dei rispettivi numerid'onda di taglio � 0 e � 00e dei relativi vettori
modali sonoriportati in tabella.

modi TM(e)
mn (m = 0; 1; 2; : : :; n = 1; 2; : : :)

� 0
mn =

xmn

a
xmn �e la n-esimaradicedell'equazioneJm (x) = 0 (zeroescluso) � 0

mn =
2� a
xmn

� 0(e)
mn = F 0

mn Jm (� 0
mn r ) cosm'

~e0(e)
mn = � F 0

mn

�
~ur J 0

m (� 0
mn r ) cosm' � ~u'

m Jm (� 0
mn r )

� 0
mn r

sinm'
�

~h 0(e)
mn = � F 0

mn

�
~ur

m Jm (� 0
mn r )

� 0
mn r

sinm' + ~u' J 0
m (� 0

mn r ) cosm'
�

F 0
mn =

� m

a
p

� Jm+1 (xmn )
J 0

m (� r ) =
dJm (x)

dx

�
�
�
�
x= � r

� m =

(
1 sem = 0p

2 sem 6= 0

modi TE(e)
mn (m = 0; 1; 2; : : :; n = 1; 2; : : :)

� 00
mn =

x 0
mn

a
x 0

mn �e la n-esimaradicedell'equazioneJ 0
m (x) = 0 (zeroescluso) � 00

mn =
2� a
x 0

mn

� 00(e)
mn = F 00

mn Jm (� 00
mn r ) cosm'

~e00(e)
mn = F 00

mn

�
~ur

m Jm (� 00
mn r )

� 00
mn r

sinm' + ~u' J 0
m (� 00

mn r ) cosm'
�

~h 00(e)
mn = F 00

mn

�
� ~ur J 0

m (� 00
mn r ) cosm' + ~u'

m Jm (� 00
mn r )

� 00
mn r

sinm'
�

F 00
mn =

� m � 00
mn

Jm (x 0
mn )

p
� (x 0

mn
2 � m2)

modi TM(o)
mn e TE(o)

mn (m = 1; 2; : : :; n = 1; 2; : : :)

le espressionidei potenzialie dei vettori modali relativi ai modi dispari si deduconodalle
corrispondentiespressionirelative ai modi pari cambiandocos! sin e sin ! � cos.

In �gura, �e riportatol'andamentodi campitrasversalielettrico(trattoscuro)e magnetico(trattopi �u chiaro)
relativi ai primi modi di unaguidad'ondacircolare[2] assiemeai valori delle lunghezzed'ondadi taglio.
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TE11 � 00
11 = 3:412a TM01 � 0

01 = 2:613a TE21 � 00
21 = 2:057a

TM11 � 0
11 = 1:640a TE01 � 00

01 = 1:640a TE31 � 00
31 = 1:496a

Il mododominante�e il TE11 la cui lunghezzad'ondadi taglio �e � 00
11 = x 0

11 a � 3:412a. Dato chequesto
modo �e degenere,in generalei campimodali sonodati dalla sovrapposizionedel modopari e del modo
dispari:

~E 00
11 = ~e00(e)

11 V 00(e)
11 (z) + ~e00(o)

11 V 00(o)
11 (z)

~H 00
11 = ~h 00(e)

11 I 00(e)
11 (z) + ~h 00(o)

11 I 00(o)
11 (z) � j ~uz

�
� 00

11

 

� 00(e)
11

V 00(e)
11 (z)

�
+ � 00(o)

11
V 00(o)

11 (z)
�

!

Il primo modosuperiore�e il TM01 cheha lunghezzad'onda di taglio pari a � 0
11 = x01 a � 2:613a.

Linee di trasmissioneschermate

Nel caso in cui all'interno del conduttoretubolare che delimita
la guida d'onda siano presentiuno o pi�u conduttori, in generale
un numero N di conduttori, allora la sezionedella guida (che
risultamolteplicementeconnessa)�e de�nita daelementiseparatidi
contornoC0; C1; : : : ; CN (nella �gura accantoN = 2). In questo
casooltre alle autosoluzionigi�a viste checostituisconoi modi TE
e TM, esistonoanchesoluzionidell'equazione(4) in � 0 con � 0

i = 0
e condizionial contornoper cui � 0 �e nullo sul conduttoreesterno
C0 e assumevalori costanti,ma non tutti nulli, sul contornodi
ciascunconduttoreinternoCn ; (n = 1; : : : N ).

� �

S

C0

~n

~t

C1

~n
~t

C2

~n

~t

Questesoluzionisonocompatibiliconla condizionedi pareteelettricasui conduttori,infatti, datoche� 0 �e
costantesuciascunconduttore,~ET �e perpendicolarea ciascunoessi,l'annullamentodi Ez sui conduttori�e
assicuratoinvecedall'annullamentodell'autovalore� 0

i : dall'equazione(7) si vedecheEz �e nullo ovunque.

I modi che derivano da questeautosoluzioni,essendoprivi della componenteassialesia del campo
magneticoche del campo elettrico, sono trasversali elettrici e magnetici (TEM). L'annullamentodel
numerod'ondadi taglio implica che 
 0

i �e ugualea j k e quindi chequestimodi si propaganoa qualunque
frequenzacon la stessavelocit�a di fasee lunghezzad'onda con cui le ondepianeuniformi si propagano
nel mezzocheriempie la guidad'onda.
Perquestimodi �e naturaleassumerechel'impedenzamodalecoincidacon l'impedenzacaratteristicadel
dielettrico.
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Nella tabella vengonoriportati le espres-
sioni dei vettori modali dei modi TEM,
contraddistintidall'apice o, chesononeces-
sariamentediverseda quelledei modi TM,
datoche la divisioneper il numerod'onda
di taglio non �e pi�u possibile.La forma dei

modi TEM dipendeunicamentedai valori
costantiimpostia � o sui conduttori,si vede
per�o che il numerodi modi indipendenti�e
ugualeal numeroN di conduttoriinterni.
In ciascunasezioneil campoelettricoha la
stessastrutturadi un campostatico,cio�e �e
solenoidaleed �e esprimibile come il gra-
dientedi un potenziale.
Per quanto detto, considerandosu una
qualunquesezionez, una qualunquecop-
pia di punti ~� 0 e ~� n appartenentirispet-
tivamenteal conduttoreesternoe al con-
duttoren-esimo,qualunquesia il percorso
d'integrazionetra essi,risulta:

modi TEM

r 2
T � o

i = 0 equazione

� o
i (~� ) = 0 ~� 2 C0

� o
i (~� ) = cost(n )

i ~� 2 Cn

9
>=

>;
condizioneal contorno


 o
i = j k costantedi propagazione

~e o
i = �r T� o

i

~h o
i = ~uz � ~e o

i

9
>=

>;
vettori modali

Z o
i = � impedenzamodale

~E o
i = ~e o

i V o
i

~H o
i = ~h o

i I o
i

9
>>=

>>;
campimodali

V (n )
i =

Z ~� n

~� 0

~E o
i � d~̀= � V o

i

Z ~� n

~� 0

r T� o
i (~� ) � d~̀= V o

i

�
� o

i (~� n ) � � o(~� 0)
�

= V o
i cost(n )

i (13)

Nella sezionez, V (n )
i ha quindi il signi�cato di tensionedel conduttoren-esimorispettoallo schermo,

secondola de�nizione adottatanellateoriadeicircuiti, conl'unica differenzacheil percorsod'integrazione
non �e del tutto arbitrarioma �e vincolatoa rimanerenella sezioneconsiderata.
Allo stessomodo, semprenella genericasezionez, la densit�a super�ciale di correntesui conduttori �e
datada:

~Js = � ~n � ~H o
i = I o

i ~n � (~uz � r T� o
i ) = ~uz I o

i
@� o

i

@n
e la correnteche �uisce nella sezionez del conduttoren-esimo �e

I (n )
i = I o

i

Z

Cn

@� o
i

@n
dc (14)

La potenzatrasportatadal i -esimomodoTEM �e datada

Po
i =

1
2

Re
� Z

S

~E o
i � ~H o

i
� � ~uz ds

�
=

1
2

Re
�
V o

i I o �
i

� Z

S
~e o

i � ~h o
i � ~uz ds

calcolandol'integrale 13 si ottiene

Po
i =

1
2

Re

 NX

n=1

�
V o

i cost(n )
i

��
I o

i

Z

Cn

@� o
i

@n
dc

� �
!

=
1
2

NX

n=1

Re
�
V (n )

i I (n )
i

�
�

questorisultato coincidecon la nota espressionedella teoria dei circuiti per esprimerela potenzain un
sistemamulti-conduttore.

13

considerandoin generaleil modo i -esimoe j -esimodi una linea multi-conduttore,risultaZ

S

~e o
i � ~h o

j � ~uz ds =

Z

S

r T� o
i �

�
~uz � r T� o

j

�
� ~uz ds =

Z

S

r T� o
i � r T� o

j ds

= �

Z

S

� o
i r 2

T� o
j| {z }

zero

ds +

Z

[ C n

� o
i

@� o
j

@n
dc =

NX

n =1

cost(n )
i

Z

C n

@� o
j

@n
dc
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Dalle espressioni(13), (14) si vedeche,nel casoci sia unasolaondachesi propaga nel versopositivo o
negativo dell'assez , cio�e nei casi in cui V o

i = Z o
i I o

i , il rapportotra la tensionedel conduttoren-esimo
e la correnteche su esso�uisce, cio�e l'impedenzaZ (n )

i = V (n )
i = I (n )

i �e indipendentedalla sezioneed �e
quindi caratteristicadel modoTEM e del conduttoreconsiderati:

Z (n )
i = � cost(n )

i

� Z

Cn

@� o
i

@n
dc

� � 1

Dall'annullamentodel laplacianodi � o
i

14, si ritrova ancheche, in ciascunasezionee per ciascunmodo
TEM, la sommadelle correnti su tutti i conduttori(schermocompreso)�e nulla

NX

n=0

I (n )
i = 0

in accordoconunadelle leggi fondamentalidella teoriadei circuiti chedicechela correntetotaleuscente
da un nodo �e semprenulla.
Nel casodi un solo conduttoreinterno,
risulta immediatoride�nire il campoelet-
trico e il campo magnetico,anzich́e in
funzionedella tensione,correntee impe-
denzamodale, in termini della tensione
V del conduttoreinterno, della corrente
I che su esso �uisce e dell'impedenza
caratteristicaZc (in questo caso sono
omessisia l'indice che indica il condut-
toresia il pedicecheindica il modo,dato
chec' �e unsolomodoTEM e unsolocon-
duttoreinterno).Infatti, ponendougualea
uno l'unica costanteche de�nisce � o, si
ottienela rappresentazioneriportatanella
tabellaa �anco.
�E semplice veri�care che, con queste
de�nizioni, risulta:

modoTEM (un solo conduttoreinterno)

r 2
T � o = 0 equazione

� o(~� ) = 0 ~� 2 C0

� o(~� ) = 1 ~� 2 C1

9
=

;
condizioneal contorno


 o = j k costantedi propagazione

~e o = �r T� o

~h o =
Zc

�
~uz � ~e o

)

vettori modali

Zc = �
� Z

C1

@� o

@n
dc

� � 1

impedenzacaratteristica

~E o = ~e o V

~H o = ~h o I

9
=

;
campimodali

Z

S
~e o � ~e o ds =

�
Zc

Z

S

~h o � ~h o ds =
Zc

�

Z

S
~e o � ~h o � ~uz ds = 1

Anche nel casodi pi�u conduttori interni �e possibileride�nire i vettori modali in modo da metterein
evidenzai parametricircuitali (tensioni,correnti impedenzecaratteristiche)della linea multiconduttore,
in questocasoper�o la ride�nizione �e pi�u complicatae non univoca. In ogni caso,comeera statodetto
in generaleper i modi degeneri,ancheper i modi TEM di unalinea multi-conduttore�e semprepossibile
scegliere i potenzialiin modotale che i diversi modi TEM di unastessalinea sianoortogonalitra loro.
Analogamente,�e semprepossibilenormalizzareciascunmodo.Nel casospeci�co, dato che i potenziali
� o

i sono univocamentede�niti dai valori cost(n )
i che essi assumonosui conduttori, �e semprepossibile

scegliere questecostantiin modotale che l'espressione
Z

S
~e o

i � ~h o
j � ~uz ds =

NX

n=1

cost(n )
i

Z

Cn

@� o
j

@n
dc

sia nulla per i 6= j e unitariaper i = j .

14

r 2 � o
i = 0 )

Z

S

r � r � o
i ds =

Z

[ C n

~n � r � o
i dc =

NX

n =0

Z

C n

@� o
i

@n
dc = 0
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Cavo coassiale

Il cavo coassiale�e costituito da un conduttorecilindrico a sezionecircolarecoassialead un conduttore
esternoa sezionepure circolare.I raggi dei conduttori interno ed esternosono indicati rispettivamente
con r i e re. Il potenzialee i vettori modali relativi all'unico modoTEM sono

� o =
ln (re=r)
ln (re=ri )

~e o =
1

r ln (re=ri )
~ur

~h o =
Zc

�
~uz � ~e o =

1
2� r

~u'

Zc =
�

2�
ln (re=ri )

~E o(r; '; z) = ~e o(r; ' ) V (z)

~H o(r; '; z) = ~h o(r; ' ) I (z)

xO

r

r i
r e

'

dove V(z), I (z) e Zc hannoil solito signi�cato usatonella teoriadei circuiti.
Nelle �gure seguenti sono riportate le linee di forza del campoelettrostaticoin un cavo coassialee
l'andamentodelle linee di forza di un'ondaTEM.

2r i 2r e E

H

z

V+ = jV + j cos(! t � kz + arg(V + ))

Campoelettrostaticonel cavo coassiale OndaTEM nel cavo coassialee ondadi tensionead essaassociata[2].

Nella �gura accanto,�e indicato l'andamento
del campo elettrico e del campo magne-
tico del modo TM01 e del modo TE11 del
cavo coassiale[2]. Quest'ultimo �e il primo
modo superioredel cavo coassialee la sua
lunghezzad'onda di taglio, per valori di
re=ri � 5 pu�o esserestimatacon suf�ciente
accuratezzacon la sempliceespressione

� 00
11 � � (r i + re)
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Guide d'onda con dielettrico non omogeneo

Nel caso all'interno della guida ci siano pi �u dielettrici, che
comunquerispettanola simmetriapertraslazionedellastruttura,
allorala rappresentazionedei campielettromagneticiattraversoi
potenzialidi Hertz-Debye�e validain ciascunodei diversimezzi.
I valori che i potenzialiassumonoda una partee dall'altra di
ciascunainterfacciadevonoesseretali daassicurarela continuit�a
delle componentitangentidel campoelettricoe magnetico.
Considerandouna qualunqueinterfaccia tra i mezzi 1 e 2, e
contrassegnandocon i pedici1 e 2 le quantit�a relative a ciascun

mezzo1 mezzo2

S1

� 1 � 1

S2

� 2 � 2

~n

C

~t

~uz = ~t � ~n

mezzo,dalle equazioni(4) e (5)-(8) si ottiene15 :

r 2
T � 1(~� ) + � 2

1 � 1(~� ) = 0 ~� 2 S1 r 2
T � 2(~� ) + � 2

2 � 2(~� ) = 0 ~� 2 S2

� 2
1 = k2

1 + 
 2 � 2
2 = k2

2 + 
 2

� 1 

j k1 Z

@� 0
1(~� )

@t
+

@� 00
1(~� )

@n
=

� 2 

j k2 Z

@� 0
2(~� )

@t
+

@� 00
2(~� )

@n


 Z
j k1 � 1

@� 00
1(~� )

@t
�

@� 0
1(~� )

@n
=


 Z
j k2 � 2

@� 00
2(~� )

@t
�

@� 0
2(~� )

@n

� 1 � 2
1

k1
� 0

1(~� ) =
� 2 � 2

2

k2
� 0

2(~� )

� 2
1

k1 � 1
� 00

1(~� ) =
� 2

2

k2 � 2
� 00

2(~� )

9
>>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>>;

~� 2 C

continuit�a di

~ET

~H T

Ez

H z

Questerelazioni mostranochiaramenteche le condizioni di continuit�a delle componentitangenzialidei
campiimplicanochetra � 0 e � 00daunapartee dall'altra dell'interfaccia,ci siaunabenprecisarelazione,
dipendentedalla frequenza.Salvo casiparticolari,non sonoquindi possibili soluzionidipendentida uno
solo dei potenzialie i campi modali, derivandoda entrambi,non sononé TE né TM, ma hannosia la
componenteassialedel campoelettricochequelladel campomagnetico(modi ibridi ).
In questocaso,al contrariodi quantoavvieneperi modi TE, TM e TEM quandoil dielettrico �e omogeneo,
i vettori modali varianoal variaredalla frequenza.
Se all'interno del conduttoreche costituiscelo schermoci sonoaltri conduttori,si trova ancorache c' �e
un numerodi modi ugualeal numerodi conduttoriinterni che,comei modi TEM nel casoomogeneo,si
propaganoa qualunquefrequenza.
Al contrariodi quantoavvieneper i modi TEM, le componentiassialidei campielettricoe/o magnetico
relativi a questi modi differisconoda zero e diventanotrascurabili rispetto alle componentitrasversali
in misura tanto maggiorequantopi�u bassa�e la frequenza.La forma dei vettori modali dipendedalla
frequenza,cos�� comela velocit�a di fasecon cui questimodi si propagano.Per questimotivi i modi di
questotipo vengonodetti quasiTEM.

15

sulla super®ciedei conduttori

r T = ~n
@

@n
+ ~t

@
@t

~uz � r T = � ~t
@

@n
+ ~n

@
@t
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Guide d'onda schermatee non schermate

Dall'analisi fatta �nora, relativa a struttureideali contenentimezzi omogenei,e a quantodedottorelati-
vamentealle guided'onda contenentidielettrici diversi, si pu�o concludereche:

� Tutte le guide schermatepermettonola propagazionedi un'in�nit �a numerabiledi modi. Ciascun
modo �e caratterizzatoda una frequenzadi taglio dipendentedalla forma e dalle dimensionidella
sezionetrasversale,oltre chedalle caratteristichedel mezzo.A secondadella frequenzadi lavoro, i
modi rappresentanoondechesi propaganooppureondestazionarieevanescenti.Fradi essi,i soli che
si propaganoe trasmettonoenergia sonoquelli chehannofrequenzadi taglio inferiorealla frequenza
di lavoro. Seil mezzoall'interno della guida �e omogeneo,i modi sonodi tipo TE o TM, altrimenti,
salvo casiparticolari,sonoibridi.

� Seoltre al conduttoretubolareesternosi hannoN conduttoriinterni (cio�e sela guida �e unalinea di
trasmissioneschermatacompostada N + 1 conduttori),in aggiuntaai modi suddettiesistonoanche
N modi che si propagano e trasmettonoenergia a qualsiasifrequenza,al limite anchein regime
stazionario.Se il mezzo�e omogeneo,questimodi sonoTEM, altrimenti sonoquasiTEM.

� La velocit�a di fasedei modi che si propagano dipendedalla frequenza,con l'unica eccezionedei
modi TEM per i quali la velocit�a di fasecoincidecon quella delle ondepianeuniformi nell'unico
mezzoall'interno della struttura.

� Nel casodei modi TEM i campihanno,nell'ambito di ciascunasezionetrasversale,strutturaidentica
a quelladei campi in regime stazionario.Ci �o permettedi de�nire, in ogni sezione,la tensionee la
corrente,con lo stessosigni�cato attribuito dalla teoriadei circuiti.
Le stesseconsiderazionivalgonoin primaapprossimazioneancheperi modi quasiTEM, e l'approssi-
mazione�e tanto migliore quantopi�u grande�e la lunghezzad'onda rispetto alle dimensionidella
sezionedella guidad'onda.

� Qualunquecampopossaesisterein un trattodi guida,o lineadi trasmissionemulti-conduttore,in cui
non sianopresenticorrenti impresse,pu�o sempreessererappresentatocomecombinazionedi modi.

L'analisi di strutturenon schermate�e molto pi�u complessadi quella delle struttureschermateperch́e in
questocasooltre al trasportodi potenzanelladirezionedell'assedellastruttura,�e possibileaveretrasporto
di potenzaanchein tutte le altre direzioni.
Assumendoche da una certa distanzain poi dall'assedella struttura il mezzo sia il vuoto, af�nch �e
all'in�nito la densit�a di potenzatrasportatain direzioneradiale (perpendicolareall'asse) resti �nita �e
necessarioche la componenteradialedel vettoredi Poynting vadaa zerocome1=�

dP = Re(~S � ~u� ) � d' dz
| {z }

ds

Se oltre alle condizioni al contorno al �nito, imposte dalla forma e costituzionedella guida d'onda
si impone che all'in�nito i potenziali di Hertz-Debyevadanoa zero in manieratale che la densit�a di
potenzatrasportatain direzioneradialesia �nita all'in�nito, si trova cheesisteun'in�nit �a nonnumerabile
di soluzionicherappresentanoondechetrasportanopotenzaanchein direzionetrasversalerispettoall'asse
dellastruttura.Perquestomotivo, i modi derivanti daquestesoluzionivengonochiamatimodi irr aggianti.
Essi,rispettoalla direzionedell'assedella struttura,possonorappresentaresia ondechesi propaganocon
velocit�a di fasemaggioredi quella delle ondepianenel vuoto (ondeveloci), sia ondeche si attenuano
senzavariazionedi fase(ondeevanescenti).
L'importanzadi questimodi �e pi�u teoricachepratica,perch́e solo pochesemplicistrutturepermettonola
loro determinazionein forma analitica;la loro determinazioneper via numerica�e praticamenteimpedita
dal fatto cheessicostituisconouno spettrocontinuodi soluzioni.
Oltre ai modi irraggianti,esisteancheun'altra classedi soluzionichesi ottieneimponendocheall'in�nito
i potenziali di Hertz Debye tendanoa zero in modo che la densit�a di potenzatrasportatain direzione
radialeall'in�nito sianulla.Ma sela densit�a di potenzatrasportatain direzioneradiale�e nulla all'in�nito e
daunacertadistanzadall'assedellastrutturain poi il mezzo�e il vuotochenondissipané rifrange,questo
implica chealmenoin tuttala zonaoccupatadal vuotola densit�a di potenzatrasportatain direzioneradiale
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�e identicamentenulla. Con l'imposizione di questacondizionesi ottieneun numero�nito di soluzioni
distintecherappresentanoondechesi propaganoe trasportanopotenzasolonelladirezionedell'assedella
struttura.La velocit�a di faserelativa a questimodi �e inferiore (al limite ugualenel casodi modi TEM)
a quelladelle ondepianeuniformi nel vuoto (ondelente). Dato che i campielettromagneticicheda essi
derivano hannovalori signi�cativi solo in prossimit�a dell'assedella struttura,questimodi vengonodetti
modi con�nati oppuremodi guidati per metterein evidenzacheil trasportodi potenza�e solo in direzione
assiale.
Il numero(�nito) di questimodi dipendedallastrutturaconsideratae dalla frequenzae in genereaumenta
all'aumentaredella frequenza.Anche per questimodi �e de�nita la frequenzadi taglio (che pu�o anche
esserenulla per i modi TEM o quasiTEM). Quandola frequenzadi taglio del modocon�nato �e inferiore
alla frequenzadi lavoro, i campielettromagneticiassociatial modocostituisconoun'ondachesi propaga
e trasportapotenza.A differenzada quantoavviene per i modi TE, TM e ibridi nelle guida d'onda
schermate,quandoinvecela frequenzadi taglio del modocon�nato �e superiorealla frequenzadi lavoro,
il modo consideratosemplicementenon esiste.Se si calcolasseroi campi modali a frequenzeinferiori
alla frequenzadi taglio si troverebbeche non sarebberopi �u soddisfatte tutte le condizioni cui devono
sottostarei campi modali, condizioneall'in�nito compresa,e per questomotivo la soluzionenon �e pi�u
accettabile.
Anche per strutturenon schermate,vale la propriet�a che qualunquemodo, irraggianteo con�nato, �e
ortogonalea qualunquealtro modo, irraggianteo con�nato e che qualunquecampoelettromagneticoin
unazonapriva di sorgenti �e esprimibilecomecombinazionedi modi.

Linea bi�lar e

Un esempiodi modocon�nato in unastrutturanon schermata�e il modoTEM di una linea bi�lare.
Nella forma pi�u semplice,la linea bi�lare �e costituitada dueconduttoriuguali, di sezionecircolareed il
dielettrico �e ovunqueil vuoto (l'aria nei casi reali).
Nella seguentetabella sono riportati le espressionidel potenziale,dei vettori modali e dell'impedenza
caratteristicadi una linea bi�lare.

� o =
1
F

ln
(x � x0)2 + y2

(x + x0)2 + y2 x0 = 1
2

p
d2 � D 2 F = 2 ln

d � 2x0

d + 2x0

~e o = �
4x0

F
(x2 � x2

0 � y2) ~ux + 2xy ~uy

((x � x0)2 + y2) ((x + x0)2 + y2)

~h o =
Zc

�
4x0

F
2xy ~ux � (x2 � x2

0 � y2) ~uy

((x � x0)2 + y2) ((x + x0)2 + y2)

Zc =
�
�

arccosh
d
D

~E o(x; y; z) = ~e o(x; y) V o(z)

~H o(x; y; z) = ~h o(x; y) I o(z)

y

x-x0 x0OD D

d=2 d=2

dove V o(z) e I o(z) hannoancora,sezioneper sezione,il signi�cato usualeche hannola tensionee la
correntenella teoriadei circuiti.
Se la frequenza�e suf�cientementebassa,in due sezionisuf�cientementevicine, le variazioni dei campi
elettromagneticisonotrascurabili,cos�� chei campipresentanoanchein direzioneassialele caratteristiche
dei campistatici.Nelle linee per la trasmissionedell'energia elettrica(f = 50 Hz) la lunghezzad'onda �e
di 6000km e per poterapprezzaregli effetti della propagazione�e necessarioveri�care l'andamentodella
tensionee correntesu distanzedi almenoalcunecentinaiadi km.
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Linea in microstriscia

Un altro esempiodi modo con�nato sopportatoda
una struttura non schermatarealizzata su un sup-
porto dielettrico �e il modo quasi TEM di una
linea in microstriscia.Questelinee, molto utilizzate
nell'elettronicaad alta frequenza,vengonorealizzate
metallizzandocompletamenteunafacciadi una lastra
dielettricapiana(pianodi massa)e unasottile striscia
sull'altra faccia.

pianodi massa

lastra
dielettricastrisciametallizzata

aria

Perquestalineaa dueconduttori,nonsonodisponibili espressionianalitichedei vettori modali: i parametri
principali della linea, come l'impedenzacaratteristicae la velocit�a di fasecon cui il modo si propaga
vengononormalmentedeterminateper via numericao sperimentale.L'andamentodei campi �e indicato
in modo qualitativo nella �gura seguente.L'andamentodelle caratteristichedi propagazionedel modo
al variare della frequenzasono normalmenteriportate fornendo l'andamentodella costantedielettrica
ef�cace de�nita come il rapportotra i quadratidella costantedi fasedel modo e di quella delle onde
pianenel vuoto: � e� = � 2=k2

o dove ko = ! =c .

!

� e�
� 0

1

andamentodei campielettrico(lineescure)e magnetico(linee
piÁu chiare)relativi al modoquasiTEM di unamicrostriscia

andamentotipico della costantedielettrica
ef®cacein unamicrostriscia

Il valore di � e� �e sempremaggioredi uno (il modo quasiTEM �e un'onda lenta) e sempreinferiore al
valoredella costantedielettricarelativa del materialedi cui �e costituito il supportodielettrico.

Fibra ottica, guida dielettrica

La presenzadei conduttorinon �e necessariaper ottenereuna guida d'onda l'esempio pi �u conosciutoa
questoriguardo �e sicuramentela �bra ottica.
Della �bra ottica a “salto d'indice”, o della “guida dielettrica” (usataper realizzareantennenella banda
delle microonde),che sono strutturecostituite da un semplicecilindro dielettrico omogeneoin aria, �e
possibiledeterminarei modi in forma analitica.La trattazione,basatasui concetti esposti,richiede la
conoscenzadelle caratteristichedelle funzioni di Bessele delle funzioni di Besselmodi�cate di primo e
secondotipo, chi fosseinteressatopu�o trovare la trattazioneanchein [3].
In questiappuntici si limita a riportarei diagrammidi dispersionedei primi tre modi con�nati di una
particolareguidadielettrica.La determinazionedi alcuni modi con�nati su unastrutturadielettricaverr�a
illustrata con riferimento ad una lastradielettrica,per cui �e suf�ciente conoscerele caratteristichedelle
funzioni seno,cosenoed esponenziale.
Il primo modonon ha frequenzadi taglio, �e indicatocon HE11 perch�e, com'erada aspettarsi,�e un modo
ibrido che ha componenteassialesia del campomagnetico(dominante),sia del campoelettrico,da cui
l'indicazione HE 16. Il primo indice d�a le variazioni in sensoazimutale,il secondoin sensoradiale.Le
linee di forza del campoelettricodi questomodo,all'interno del dielettrico,assomiglianomolto a quelle
del modo TE11 in una guida circolare,al contrario di questeche terminanosul conduttoreesterno,le
linee di forza del campoelettricodel modoHE11 si chiudonosu sé stessenella partein aria.

16

i modi ibridi in cui predominala componenteassialedel campoelettrico,vengonoindicati comemodi EH.
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I modi TE1 e TM1 sonomodi a simmetriaassiale
e il primo indice, sottinteso,�e lo zero. In questi
modi il campo elettrico e magnetico trasversali
sonoo radiali o azimutalie quindi sonoo perpen-
dicolari o paralleli all'interfaccia dielettrico aria.
Dato che i campi perpendicolariall'interfaccia,
automaticamentesoddisfano la condizionedi con-
tinuit�a, le soluzionia simmetriaassiale,dipendono
daunosolodei potenzialidi Hertz-Debyetrasversi
e sonoo TE o TM. Dal diagrammachemostrala
costantedi propagazione� del modo,normalizzata
a ko = ! =c, in funzionedella frequenzanormaliz-
zata2a=� o = (2a=c) f , si nota che risulta sempre
� > ko, cio�e la velocit�a di fasedi questimodi �e
sempreinferiore a c, in accordocon quantodetto
in generale,che i modi con�nati rappresentano
sempreondelente.

2a=� o

� =ko

diagrammi di dispersionedei primi 3 modi con®nati
di una guida dielettrica di costantedielettrica relativa
� 0 = 2:56.

Lastra dielettrica

Consideriamouna lastrapiana,inde�nita, di spes-
sored di un dielettricoidealedi indicedi rifrazione
n (n > 1) circondatada aria (indice di rifrazione
unitario). Per la particolarit�a della struttura, se
consideriamochela propagazioneavvengasecondo
l'asse z e assumiamochei campielettromagnetici

x

z

d=2

� d=2

aria

dielettrico

aria

nonvarinorispettoady, anchesesonopresentiduemezzidiversi,possiamotrovaredei modi di tipo TE e
TM. Infatti seil campoelettrico(oppureil campomagnetico)�e ovunquediretto secondol'assex su esso
non dobbiamoimporrenessunacondizionesulle interfaccedielettrico-aria,semplicementeperch́e non ha
componentetangente.Questosempli�ca di molto i calcoli e permettedi trovaresoluzionidipendentida
uno solo dei duepotenziali.
I modi della lastra dielettrica di questotipo sono interessantiperch́e ammettonoancheuna semplice
interpretazionein termini di ondepiane.Essiinfatti possonoesserevisti comeil risultatodi unacoppiadi
ondepiane(localmente)uniformi cheincidono,con lo stessoangolod'incidenza,al di sopradell'angolo
limite (#L = arcsin1=n), su ciascunainterfacciadielettrico-aria.Dato che l'incidenza �e oltre l'angolo
limite, in aria, sia da una parte che dall'altra, c' �e un'onda evanescenteche non trasportaenergia in
direzioneperpendicolareall'interfaccia(asse� x), ma solo in direzioneparallelaad essa(assez). Per lo
stessomotivo, all'interno del dielettrico, le ondesonototalmenteri�esse, e la direzionedi propagazione
di ciascunaondari�essa coincidecon la direzionedi propagazionedell'altra onda,primadella ri�essione.
Per quei particolari valori di frequenzaed angolod'incidenza,per cui i fronti d'onda di ciascunaonda
ri�essa coincidonocon i fronti d'ondadi ugualefasedell'altra ondaprimadella ri�essione, la descrizione
dei campi risulta autoconsistentee pu�o essereestesaa tutta la lastra, dopo un numero arbitrario di
ri�essioni. Troveremodei modi TE se la polarizzazionedelle due ondepiane �e perpendicolareal piano
d'incidenza(pianoxz), dei modi TM se invecela polarizzazione�e parallelaad esso.
Procedendocon l'analisi modale,consideriamoad esempioi modi con�nati TE simmetrici, derivanti
quindi dal potenziale� 00(x). Per la simmetriascelta,assumiamo� 00(� x) = � � 00(x) 17 e ci limitiamo a
determinare� 00(x) solo per x � 0 . Per quantovisto, se poniamoko = ! =c e 
 = j � , le equazionida

17

dato che campi modali sonocollegati alle derivate dei potenziali,af®nchÂe i campi modali sianosimmetrici Áe necessarioche i
potenzialisianoantisimmetricie viceversa.
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risolveresono18 :

0 � x < d=2 (nel dielettrico) d=2 < x (in aria)

d2 � 00(x)
dx2 + ( k2

o n2 � � 2
| {z }

k2
x

) � 00(x) = 0
d2 � 00(x)

dx2 + ( k2
o � � 2

| {z }
� � 2

x

) � 00(x) = 0

lim
x ! 1

� 00(x) = 0 condizioneall'in®nito
per i modi con®nati

lim
x ! d=2�

d � 00(x)
dx

= lim
x ! d=2+

d � 00(x)
dx

contnuitÁa di ~ET

lim
x ! d=2�

k2
x � 00(x) = lim

x ! d=2+
� � 2

x � 00(x) contnuitÁa di H z

Le soluzionisono:

� 00(x) = A sin(kxx) (0 � x < d=2) � 00(x) = B e� � x (x� d=2) (d=2 < x)

con le condizioni
Re(� x ) > 0

A kx cos(kxd=2) = � � x B

A k2
x sin(kxd=2) = � � 2

x B

questecondizionisonocompatibili se 19

kx tan(kxd=2) = � x =
q

k2
o (n2 � 1) � k2

x (15)

Si pu�o veri�care che l'equazione(15), per ogni valore assegnatodi ko, ammettesoluzioni solo con kx

reale,in modulo inferiore a ko
p

n2 � 1, per cui � x risulta realepositivo.
Dal diagrammasi pu�o veri�care che le soluzionisonoin numero�nito: il numerodi soluzioni �e uguale
al numerodi rami della funzionekx tan(kx d=2) che intersecanol'assekx in punti di ascissacompresa
tra zeroe ko

p
n2 � 1 . Il primo ramointersecal'assekx nell'origine per cui per qualunquevaloredi ko

si ha semprealmenounasoluzione.
Ogni volta che,all'aumentaredi ko, il valoredi ko

p
n2 � 1 superaun multiplo di k1 = 2� =d, unanuova

soluzionesi aggiungeper cui il numerodi soluzioni �e:

P = 1 + int
�
ko

p
n2 � 1=k1

�

Per kx = pk1 , si trova � x = 0 (non accettabileperch́e � 00 non va a zero all'in�nito) e � = ko . La
pulsazionedi taglio del p-esimomodo(0 � p � P ) �e pertanto:

! p = p ! 1 ! 1 =
2� c

d
p

n2 � 1

Per ! > ! p , � x �e positivo pk1 < kx < ko
p

n2 � 1 e dalle relazionidi de�nizione di � x e kx si trova

� =
q

k2
o + � 2

x > ko =
!
c

� =
q

k2
o n2 � k2

x < ko n =
!
c

n

18

nel casoin cui la sezionedella strutturanon Áe limitata e il problemadella determinazionedei potenziali Áe monodimensionale,
le condizioniall'in®nito sono:

� che i potenzialiall'in®nito sianolimitati, per i modi irraggianti
� che i potenzialiall'in®nito tendanoa zero,per i modi con®nati

19

l'espressionedi � x in funzionedi ko e kx si trova eliminando� 2 dalle de®nizioni k2
x = k2

o n2 � � 2 e � 2
x = � 2 � k2

o .



CAMPI ELETTROMAGNETICI E CIRCUITI II - A.A. 2015-16- MARCO BRESSAN 21

kx

ko
p

n2 � 1

0 2� =d 4� =d 6� =d 8� =d

..... �

!

! 1 = 2� c

d
p

n 2 � 1

0 ! 1=c 2! 1=c3! 1=c 4! 1=c
0

! 1

2! 1

3! 1

4! 1

TE(e)
0

TE(e)
1

TE(e)
2

TE(e)
3

TE(e)
4

diagramma qualitativo dei primi rami della funzione
kx tan( kx d=2) (linea continua) e della funzionep

k2
o (n2 � 1) � k2

x (linea tratteggiata).

diagrammadi dispersionedei primi modi TE simmetrici
di una lastradielettrica.

La velocit�a di fasecon cui il modosi propaga vf = ! =� risulta semprecompresatra c=n e c, cio�e tra le
velocit�a di fasecon cui si propaganole ondepianeuniformi nei duemezzichecostituisconola struttura.
Il fatto che � risulti sempremaggioredi ! =c veri�ca il fatto che i modi con�nati sonoondelente.
L'interpretazionechecoinvolgele dueondepianeuniformi all'interno del dielettricoderiva semplicemente
dallariscritturadi sinkxx nell'espressionedi � 00(x) comesommadi dueesponenziali.Calcolandoi campi
~E e ~H mediantele espressioni(5)-(8) assumendoZ I (z) = V (z) = e� j � z e tenendocontodelle relazioni
tra i vari parametri,si trova:

~E = ~uy
A kx

2
e� j ko n ~u 0� ~r

| {z }
~E 0

+ ~uy
A kx

2
e� j ko n ~u 00� ~r

| {z }
~E 00

~H =
n
� o

~u 0� ~E 0

| {z }
~H 0

+
n
� o

~u 00� ~E 00

| {z }
~H 00

dove � o �e l'impedenzaintrinsecadel vuoto e ~r = ~uxx + ~uyy + ~uzz �e il vettoredi posizionedel generico
punto nel dielettrico. �E evidenteche ~E 0 ~H 0 e ~E 00~H 00sono i campi di due ondepianeuniformi che si
propaganodentroil dielettriconelle direzioni de�nite dai versori

~u 0 =
kx ~ux + � ~uz

ko n
~u 00=

� kx ~ux + � ~uz

ko n

La tangentedell'angolo d'incidenzasulle interfacce�e 20

tan #i =
�
kx

=

q
1 + n2 tan2(kxd=2)

p
n2 � 1

>
1

p
n2 � 1

= tan #L

si ritrova quindi chel'angolo d'incidenzasulle interfacce
dielettrico-ariasuperasemprel'angolo limite (# i > #L ).
Allo stessomodo si veri�ca ancheche i fronti d'onda
dell'onda ri�essa coincidono con i fronti d'onda di
ugualefasedell'altra ondaprima della ri�essione. Visto
infatti che, per simmetria,i campi delle due ondesono
in fasein qualunquepuntodell'assez, si veri�ca che le
variazionidi fasenei duecammini, indicati nella �gura

aria

dielettrico
aria

x

d=2

� d=2

z

s 0

s 00

~u 0

~u 00

s

s

fronte d'onda

accantosonouguali
� kon s0+ arg(� ? ) � kon s = � kon (s00+ s)

20

dalle de®nizioni di kx , � x e dalla condizione(15) si trova anche �
p

n2 � 1 =
p

k2
x + n2 � 2

x = kx

p
1 + n2 tan2 kx d=2
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Infatti, tenendocontodella condizione(15), risulta 21 arg(� ? ) = kon (s0� s00) = kx d

Attenuazione nelle guide d'onda reali

I risultati ottenuticonl'approssimazionedi dielettrici e conduttoriideali descrivonol'andamentodei campi
elettromagneticiattraverso i vettori modali (reali) e prevedonoche se la frequenzadi taglio del modo
considerato�e inferiorealla frequenzadi lavoro, il modosi propagasenzaattenuazione,l'impedenzamodale
�e reale e le componentiassiali dei campi sono in quadraturarispettoa quelle trasversali. Tali risultati
normalmenteapprossimanoin modo pi�u che soddisfacentel'andamentodei campi modali a frequenze
non troppovicine alla frequenzadi taglio, seci si limita a veri�care la consistenzadei campisu distanze
di pochelunghezzed'onda.
Se invece si vuole veri�care la congruenzadei campi reali con quelli previsti dalla teoria su distanze
molto maggioridella lunghezzad'onda,allora si trova chei campia grandedistanza,pur continuandoad
avere la conformazioneprevista, possonoavere sia la faseche l'ampiezzasigni�cativamentediverseda
quellepreviste dalla teoriasviluppatanel casoideale.
Questofatto �e del tutto normale,dato che, per quantopiccola sia la costantedi attenuazionenel caso
reale (nel caso ideale �e zero) e per quantopiccolo sia l'errore � � = � r eale � � ideal e, sulla costante
di fase,purch́e tali quantit�a non siano identicamentenulle, �e semprepossibile trovare una distanzad
suf�cientementegrandeper cui e� � d e e� j � � d differisconoda 1 in modosigni�cativo.
Avereunastimapi�u accuratadella fasedi un segnalesu unalunga distanza�e un problemamolto compli-
cato.Fortunatamente,sianel casosiamointeressatisemplicementea trasportarepotenzaa radiofrequenza
su grandidistanze,sia nel casosiamointeressatialla trasmissionedi segnali contenentiun'informazione,
la faseassolutadel segnale,quasisempre�e priva di alcun interesse,per cui non ce occupiamo.
Pi�u semplice,invece, e pi�u importante �e avere una stima dell'attenuazionenel caso reale del campo
elettromagneticosugrandedistanza.Infatti, seassumiamochenel casorealei campimodalisi propaghino
con unacostantedi attenuazione� e consideriamounasolaondachesi propaga nella direzionepositiva
di z, otteniamoche la potenzatrasportatanella genericasezionez �e datada:

P(z) = Po e� 2�z

dove Po �e la potenzatrasportatanella sezionez = 0. Derivandorispettoa z otteniamo:

�
dP(z)

dz
= 2� P(z)

questarelazionedicecheil decrementodi potenza� dP(z) in un trattodi guidadi lunghezzadz uguaglia
la potenzatrasportatanella stessasezioneP(z) moltiplicata per 2� dz, qualunquesia la sezionedi
riferimento. Facendoil bilancio energetico su un tratto di guida compresotra z e z + dz, si trova che
tale decrementodeve necessariamenteessereugualealla potenzatotale dissipataall'interno del tratto di
guidaa causasia della non perfettaconducibilit�a dei conduttori,sia della non idealit�a dei dielettrici. Per
ogni valoredi z deve quindi essere

2� P dz = dPc + dPd

21

dall'espressionedel coef®cientedi ri¯essione,risulta: arg(� ? ) = 2arctan
� p

sin2 # i � sin2 #L =cos# i

�
,

essendo:sin # i = � =(ko n) , cos# i = kx =(ko n) , sin #L = 1=n , si trova
p

sin2 # i � sin2 #L

cos# i
=

kon
kx

p
� 2 � k2

o

kon
=

� x

kx
= tan( kx d=2) ) arg(� ? ) = kx d

analogamentesi trova

s 0 = d=2
p

1 + tan2 # i =
kon d
2kx

s 00= s 0cos
�
2(� =2 � # i )

�
= � s 0cos(2# i ) = s 0

�
1 � 2cos2 # i

�

da cui: kon (s 0 � s 00) = kon s 0 2cos2 # i = kx d .
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dove dPc e dPd rappresentanole potenzedissipaterispettiva-
mentenei conduttori e nei dielettrici interni al tratto di guida
compresotra z e z + dz. Assumendoche siano veri�cate le
condizioni relative all'effetto pelle, e indicando con Rs la
resistenzasuper�ciale dei conduttori,risulta

z

S

C

dC
dz

P P � dP

dPc =
1
2

dz
Z

c
Rs j ~Js j2dc

dove ~Js = ~n � ~H �e la densit�a super�ciale di corrente.Allo stessomodo, assumendoche il dielettrico
(nonnecessariamenteomogeneo)all'interno dellastrutturasiaa bassaperdita,e ponendo� o � 00� � tan � e,
� o � 00� � tan � m dove � e � sonoi moduli della permittivit �a dielettricae permeabilit�a magnetica(prati-
camentecoincidenticon le rispettive parti reali) e � e e � m sonogli angolidi perditaelettricoe magnetico,
risulta:

dPd =
1
2

! dz
Z

S
(� tan � ej E j2 + � tan � m j H j2

�
ds

Pertanto,assumendocheall'interno del tratto in�nitesimo di guidaconsiderato,i campireali differiscano
in manieradel tutto trascurabileda quelli previsti dall'analisi sviluppataper il casoideale, �e possibile
valutarequestequantit�a in modo perturbativo, identi�cando ~E e ~H con le espressionirelative al caso
idealee ricavare

� =
1

2P

�
dPc

dz
+

dPd

dz

�
=

Z

C
Rs j ~H j2dc+ !

Z

S
(� tan � ej E j2 + � tan � m j H j2) ds

2
Z

S
Re

�
~E � ~H �

�
� ~uz ds

Dall'espressione,�e evidenteche � , essendoil rapportotra due forme quadratichedei campinella stessa
sezione,non dipendedalla tensioneo correntemodale,ma solo dalla “forma” dei campie dalle caratte-
ristichedei materialichecostituisconola struttura.
Nel diagrammaa �anco �e riportato l'andamento
con la frequenzadell'attenuazionedel modoTEM
in un tipico cavo coassialee del modoTE10 in una
guidarettangolarein aria.
Dal diagrammasi vede che l'attenuazionedel
modo TEM in scala logaritmica �e praticamente
linearecon la frequenzae rispecchial'andamento
della resistenzasuper�ciale: nella bandadi fre-
quenzeconsideratanel diagramma,l'attenuazione
�e dovuta principalmentealle perditeohmichesui 1 MHz 10 100 1 GHz 10

dB/m

0.01

0.1

1

10

conduttori.L'attenuazionedel modo TE10 (che �e de�nita solo al di sopradella frequenzadi taglio) �e
dovuta unicamentealle perditeohmichesui conduttori,dato che il dielettrico della guida �e l'aria. Dal
diagrammasi vede che l'attenuazione�e molto elevata per frequenzemolto prossimealla frequenzadi
taglio (3 GHz), decrescemolto rapidamenteall'aumentaredella frequenza�no a raggiungereun minimo
ad una frequenzacirca doppiadelle frequenzadi taglio, per poi risalire quasilinearmenteall'aumentare
della frequenza.
Da questodiagrammasi capisceperch́e nella bandadelle microonde�e pi�u convenientel'impiego delle
guided'ondarispettoa quellodei cavi coassiali;si capisceancheperch́e la bandadi utilizzo di unaguida
d'onda ha comelimite inferiore una frequenzaleggermentemaggioredella frequenzadi taglio.
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