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Circuiti del secondo ordine

Un circuito del secondo ordine è caratterizzato da 
un’equazione differenziale del secondo ordine

I circuiti del secondo ordine contengono una o 
più resistenze e due elementi dinamici (L e/o C)
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Circuiti del secondo ordine

L’eccitazione può essere di due tipi
• autonoma: il circuito non comprende 

generatori indipendenti ed evolve nel 
tempo a partire dalle condizioni iniziali 
sugli elementi dinamici

• forzata: il circuito comprende generatori 
indipendenti che ne determinano il 
comportamento nel tempo
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C1

Circuiti del secondo ordine: esempi
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Circuito RLC serie autonomo

Ipotesi:
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Circuito RLC serie autonomo
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Derivando rispetto al tempo e riordinando 
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Circuito RLC serie autonomo
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dt
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Soluzione equazione di secondo ordine

02 2
02

2

=⋅+⋅+ i
dt
di

dt
id ωα

0ee2e 2
0

2 =⋅+⋅+ ststst AAsAs ωα

Sostituendo si ottiene:

( ) 02e 2
0

2 =+⋅+ ωα ssA st

0e ≠stA 02 2
0

2 =+⋅+ ωα ss

Verifichiamo se esiste una soluzione del tipo stAi e=
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Soluzione equazione di secondo ordine

02 2
02

2

=⋅+⋅+ i
dt
di

dt
id ωα 02 2

0
2 =+⋅+ ωα ssstAi e=

Le radici sono:
2
0

2
1 ωαα −+−=s 2

0
2

2 ωαα −−−=s

e quindi si hanno due soluzioni possibili:                 etsAi 1e11 =
tsAi 2e22 =

Poiché l’equazione differenziale è lineare, qualunque combinazione 
di i1 e i2 è anch’essa una soluzione:

tsts AAi 21 ee 21 +=
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Soluzione equazione di secondo ordine

02 2
02

2

=⋅+⋅+ i
dt
di

dt
id ωα

2
0

2
1 ωαα −+−=s 2

0
2

2 ωαα −−−=s

tsts AAi 21 ee 21 +=

Tre diversi casi:

1. se α > ω0 si ha il caso sovrasmorzato

2. se α = ω0 si ha il caso di smorzamento critico

3. se α < ω0 si ha il caso sottosmorzato
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1 2 3 4 5 6
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Andamento tipico di i(t)
(A1 = 1, A2 = –0.5, α = 2, ω0 = 1.5)

i(t)

i1(t)

i2(t)

Caso sovrasmorzato (α > ω0)

2
0

2
1 ωαα −+−=s

2
0

2
2 ωαα −−−=s

tsts AAi 21 ee 21 +=
radici reali 
e negative
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Caso a smorzamento critico (α = ω0)

αωαα −=−+−= 2
0

2
1s

αωαα −=−−−= 2
0

2
2s

ttt AAAi  
3

 
2

 
1 eee ααα −−− =+=

radici reali 
negative e 
coincidenti

Non possono essere soddisfatte contemporaneamente le due 
condizioni iniziali con la scelta della sola costante A3

02 2
2

2

=⋅+⋅+ i
dt
di

dt
id αα 0=






 ⋅+⋅+






 ⋅+ i

dt
dii

dt
di

dt
d ααα

fi
dt
di

=⋅+α 0=⋅+ f
dt
df α
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Caso a smorzamento critico (α = ω0)

fi
dt
di

=⋅+α

0=⋅+ f
dt
df α tCf  

1e
α−=

1
  ee Ci

dt
di tt =⋅+ ααα ( ) 1

 e Ci
dt
d t =α

La soluzione è                          da cui:21
 e CtCit +=α

ttCCi  
12 e )( α−+=
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1 2 3 4 5 6
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0.2

0.4
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0.8

1

i(t)

C2e–αt

C1t e–αt
Andamento tipico di i(t)
(C1 = –1, C2 = 1, α = 1)

Caso a smorzamento critico (α = ω0)

ttCCi  
12 e )( α−+=
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Caso sottosmorzato (α < ω0)

djs ωαωαα +−=−+−= 2
0

2
1

djs ωαωαα −−=−−−= 2
0

2
2

( )tjtjttjttjt dddd AAAAi ωωαωαωα −+−−−+− +=+= eeeee 21
  

2
 

1

radici 
complesse 
e coniugate

Ricordando che   e+jωdt = cos ωdt + j sin ωdt e   e–jωdt = cos ωdt – j sin ωdt
si ha:

( )tjAtAtjAtAi dddd
t ωωωωα sin  cossin  cose 2211
 −++= −

( )tAAjtAA dd
t ωωα )sin ( )cos(e 2121
 −++= −

( )tBtBi dd
t ωωα sin  cose 21
 += −

22
0 αωω −=d
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-1
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0.25
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1

i(t)

B2e–αt

Andamento tipico di i(t)
(B1 = 0, B2 = 1, α = 1, ωd = 5)

Caso sottosmorzato (α < ω0)

( )tBtBi dd
t ωωα sin  cose 21
 += −

–B2e–αt
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Circuito RLC parallelo autonomo

Ipotesi:

i(t) = ?

0)0( Vv =

0

01)0( Idtv
L

i =⋅= ∫ ∞−

v(t) = ?
(per t > 0)

R
i +

–
L Cv
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Circuito RLC parallelo autonomo

01
=⋅+⋅+ ∫ ∞− dt

dvCdtv
LR

v t

Derivando rispetto al tempo e riordinando 
si ha:

01
2

2

=+⋅+
LC
v

dt
dv

RCdt
vd

Condizioni iniziali:

0)0(1)0(

0

0
=⋅+⋅+ ∫ ∞− dt

dvCdtv
LR

v

I
 RC

IRV
dt

dv 00)0( ⋅+
−=

0)0( Vv =

R
i +

–
L Cv
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Circuito RLC parallelo autonomo

02 2
02

2

=⋅+⋅+ v
dt
dv

dt
vd ωα

RC2
1

=α
LC
1

0 =ωPonendo                 ,                        si ha:

01
2

2

=+⋅+
LC
v

dt
dv

RCdt
vd
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0.6

0.8

1

Andamento tipico di v(t)
(A1 = 1, A2 = –0.5, α = 2, ω0 = 1.5)

v(t)

v1(t)

v2(t)

Caso sovrasmorzato (α > ω0)

2
0

2
1 ωαα −+−=s

2
0

2
2 ωαα −−−=s

tsts AAv 21 ee 21 +=
radici reali 
e negative
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1 2 3 4 5 6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v(t)

C2e–αt

C1t e–αt
Andamento tipico di v(t)
(C1 = –1, C2 = 1, α = 1)

Caso a smorzamento critico (α = ω0)

ttCCv  
12 e )( α−+=
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1 2 3 4 5 6

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1

v(t)

B2e–αt

Andamento tipico di v(t)
(B1 = 0, B2 = 1, α = 1, ωd = 5)

Caso sottosmorzato (α < ω0)

( )tBtBv dd
t ωωα sin  cose 21
 += −

–B2e–αt
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Risposta al gradino di un circuito RLC serie

Ipotesi:

v(t) = ?

0

01)0( Vdti
C

v =⋅= ∫ ∞−
C

R L

i +

–
v

0)0( Ii =

i(t) = ?
(per t > 0)

+
–SV

0=t
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Risposta al gradino di un circuito RLC serie

SVviR
dt
diL =+⋅+⋅

C

R L

i +

–
v+

–SV

LC
V

LC
v

dt
dv

L
R

dt
vd S=+⋅+2

2

Poiché                   si ha:
dt
dvCi ⋅=

Per t > 0

0)()(
2

2

=
−

+
−

⋅+
−

LC
Vv

dt
Vvd

L
R

dt
Vvd SSS

L
R

2
=α

LC
1

0 =ω 0)()(2)( 2
02

2

=−⋅+
−

⋅+
−

S
SS Vv

dt
Vvd

dt
Vvd ωα
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Risposta al gradino di un circuito RLC serie

C
R Li +

–
v+

–SV
0)()(2)( 2

02

2

=−⋅+
−

⋅+
−

S
SS Vv

dt
Vvd

dt
Vvd ωα

α > ω0: caso sovrasmorzato

tt
S AAVv )(

2
)(

1

2
0

22
0

2

ee ωααωαα −−−−+− ++=

α = ω0: caso di smorzamento critico
t

S tCCVv  
12 e)( α−++=

α < ω0: caso sottosmorzato

( )tBtBVv dd
t

S ωωα sin  cose 21
 ++= − ( )  22

0 αωω −=d
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Risposta al gradino di un RLC parallelo

Ipotesi:

i(t) = ?

0)0( Vv =

0

01)0( Idtv
L

i =⋅= ∫ ∞−

v(t) = ?
(per t > 0)

SI R
i +

–
L Cv

0=t
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Risposta al gradino di un RLC parallelo

SIi
R
v

dt
dvC =++⋅

LC
I

LC
i

dt
di

RCdt
id S=+⋅+

1
2

2

Poiché                   si ha:
dt
diLv ⋅=

Per t > 0

0)(1)(
2

2

=
−

+
−

⋅+
−

LC
Ii

dt
Iid

RCdt
Iid SSS

RC2
1

=α
LC
1

0 =ω 0)()(2)( 2
02

2

=−⋅+
−

⋅+
−

S
SS Ii

dt
Iid

dt
Iid ωα

SI R
i +

–
L Cv
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Risposta al gradino di un RLC parallelo

0)()(2)( 2
02

2

=−⋅+
−

⋅+
−

S
SS Ii

dt
Iid

dt
Iid ωα

α > ω0: caso sovrasmorzato

tt
S AAIi )(

2
)(

1

2
0

22
0

2

ee ωααωαα −−−−+− ++=

α = ω0: caso di smorzamento critico
t

S tCCIi  
12 e)( α−++=

α < ω0: caso sottosmorzato

( )tBtBIi dd
t

S ωωα sin  cose 21
 ++= − ( )  22

0 αωω −=d
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Risposta completa di circuiti del II ordine/1
La risposta completa di un circuito del secondo ordine è 
sempre del tipo:

• la determinazione della risposta naturale xn del circuito;
• i valori iniziali x(t0

–), x(t0
+) e dx(t0

+)/dt; 
• il valore a regime x(∞);





>+∞
<

=
−

0

00

)()(
)(

)(
tttxx
tttx

tx
n

dove x rappresenta indifferentemente la tensione o la 
corrente sul condensatore o sull’induttanza e t0 è l’istante 
in cui commuta l’interruttore. Si richiede:
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Risposta completa di circuiti del II ordine/2
La risposta naturale xn si calcola considerando il circuito 
per t > t0, spegnendo tutti i generatori indipendenti e 
scrivendo l’equazione del II ordine per xn:

02 2
02

2

=⋅+⋅+ n
nn x

dt
dx

dt
xd ωα

α > ω0 (sovrasmorzato): ))((
2

))((
1

0
2
0

2
0

2
0

2

ee tttt
n AAx −−−−−−+− += ωααωαα

α = ω0 (smorzamento critico): )( 
21

0e)( tt
n tAAx −−+= α

α < ω0 (sottosmorzato): ( ))(sin )( cose 0201
)( 0 ttAttAx dd

tt
n −+−= −− ωωα

( )  22
0 αωω −=d
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Risposta completa di circuiti del II ordine/3

( )








<−+−+∞
=++∞
>++∞

=
−−

−−

−−−−−−+−

00201
)( 

0
)( 

21

0
))((

2
))((

1

)(sin )( cose)(
e)()(

ee)(
)(

0

0

0
2
0

2
0

2
0

2

ωαωω
ωα
ωα

α

α

ωααωαα

ttAttAx
tAAx

AAx
tx

dd
tt

tt

tttt

Utilizzando i valori di x(t0
+) e dx(t0

+)/dt si calcolano le 
costanti A1 e A2.

)()( 0
−= txtx

per t < t0:

per t > t0:
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