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1
Leggi e concetti fondamentali

La previsione dell' esistenza delle onde elettromagnetiche costituisce il risultato più
importante della Teoria Elettromagnetica ideata da J.c. Maxwell alla fine del secolo
scorso. Adottando il punto di vista originariamente introdotto da Faraday, Maxwell
attribuì l'interazione a distanza fra corpi carichi, polarizzati o percorsi da corrente ad un
particolare stato di sollecitazione prodotto nell' ambiente dagli stessi corpi interagenti. Per
descrivere la sollecitazione egli introdusse il "campo elettromagnetico", un'entità teorica
di cui definì le leggi su basi puramente fenomenologiche. Da tali leggi dedusse che in
condizioni dinamiche le variazioni del campo si propagano nel vuoto con velocità pari a
quella della luce, giungendo così a riconoscere la natura elettromagnetica della radiazione
luminosa.

Sebbene in questo secolo gli sviluppi della Fisica abbiano portato a rivedere il concetto
di campo e ad arricchirne il significato attraverso la scoperta dei fenomeni fondamentali
di interazione a livello microscopico, la teoria di Maxwell rimane tutt' oggi perfettamente
valida come teoria dell'elettromagnetismo macroscopico. In particolare essa costituisce
lo strumento essenziale per la modellizzazione matematica dei fenomeni connessi alla
propagazione delle onde elettromagnetiche, dalle frequenze più basse fino a quelle ottiche.

Questo capitolo è dedicato a introdurre le equazioni e i concetti basilari dell' elettroma-
gnetismo macroscopico. Confidando sulle conoscenze che il lettore ha già acquisito nel
corso di Fisica, il capitolo inizia con la formulazione delle equazioni di Maxwell, che
vengono postulate, senza fare alcun riferimento ai loro presupposti fenomenologici. Il
capitolo prosegue con la discussione tipo logica delle equazioni che descri vono le proprietà
elettromagnetiche del mezzo (relazioni costitutive), con particolare riferimento a quelle di
tipo lineare. Tali equazioni vengono introdotte in una forma adatta a trattare situazioni
dinamiche di rapida variabilità, come quelle che si incontrano in molte importanti
applicazioni (microonde, ottica). Viene considerata con particolare attenzione la forma
delle equazioni di Maxwell e delle relazioni costitutive nel caso dei campi che variano nel
tempo con legge sinusoidale, caso a cui si farà quasi sempre riferimento nei capitoli
successivi. Una parte del capitolo è dedicata a introdurre le leggi che servono a studiare
la trasmissione dell'energia elettromagnetica, fenomeno particolarmente importante in
tutte le applicazioni delle onde.

Viene usata correntemente l'analisi vettori aie, per la quale ci si limita a fornire un
formulario (vedi Appendice A), supponendo che il lettore abbia già una sufficiente
familiarità con essa. Viene adottato il sistema di unità di misura MKSA.
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1.1 Equazioni di Maxwell, equazione di continuità

I fenomeni elettromagnetici macroscopici dipendono dal campo elettromagnetico
macroscopico,chevienedescrittomediantei seguentivettori,dipendentidalla posizione
(r) e dal tempo(t):

I vettori del campo sono continui nelle regioni in cui il mezzo è continuo. In queste regioni
essi soddisfano le equazioni di Maxwell:

vxH_aD--+J
dt

V x E = - aB
dt

(1.1a)

(1.1b)

V.D=p
V.B=O

(1.1c)

(1.1d)

dove J = J(r, t) e p = per, t) rappresentano la densità di corrente [Nm2] e la densità di
carica [C/m3] rispettivamente.

Integrando le equazioni di Maxwell in un volume V (Figura l.la), e applicando la
formula del rotore (A. 100) o il teorema della divergenza (A.99), si ottengono le seguenti
relazioni, dette "equazioni di Maxwell in forma integrale":

f nxHdSy = :tfDdV + f JdV
s, V V

(1.2a)

fnxEdSy =- :JBdV
s, V

(1.2b)

fn.DdSy =q
s,

(1.2c)

fn.BdSy =0
s,

(1.2d)

E = E (r, t) campo elettrico [V/m]

H = H (r, t) campo magnetico [Nm]

D = D (r, t) spostamento elettrico [C/m2]

B = B (r, t) induzione magnetica [Wb/m2]
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In queste equazioni Syrappresenta il contorno di V, n la normale al contorno orientata nel
verso uscente, q la carica contenuta nei volume V. È facile verificare che, grazie alla
genericità di V, le equazioni in forma integrale implicano le equazioni differenziali da cui
sono state ricavate. Pertanto esse sono concettualmente equivalenti alle equazioni diffe-
renziali. È interessante osservare che le equazioni di Maxwell informa integrale hanno
senso anche quando i campi sono discontinui nella regione in cui è collocato V. Pertanto
esse hanno maggiore generalità delle corrispondenti equazioni differenziali, essendo
applicabili anche in regioni in cui il mezzo è discontinuo.

Altre relazioni integrali vengono ottenute considerando il flusso di entrambi i membri
delle (1.la, b) attraverso una superficie orientata S (Figura 1.lb). Applicando il teorema
di Stokes (A. 108) si ottiene:

fH.dC= :JD.ndS+i
c S

fE.dC= :Js.ndS
c S

(legge di Ampère-Maxwell) (1.3a)

(legge di Faraday-Neumann) (1.3b)

dove n è il versore normale che fissa l'orientamento di S, C è il contorno di S orientato nel
verso positivo, dC è uno spostamento infinitesimo lungo C, i è l'intensità della corrente
che attraversa S nel verso di positivo.

Le equazioni di Maxwell sono insufficienti per studiare il campo elettromagnetico,
anche nei problemi in cui le densità di carica e di corrente sono grandezze "impresse". I
In effetti, come si vedrà nel paragrafo successivo, per determinare il campo è necessario
associare alle equazioni di Maxwell ulteriori equazioni dipendenti dalla natura del
mezzo. Tuttavia, le::sole equazioni di Maxwell, grazie alla loro assoluta generalità,
permettono di dedurre ulteriori relazioni che - opportunamente interpretate - rappresen-
tano leggi altrettanto generali; ad esempio quelle di conservazione della carica, del-
l'energia, ecc. La legge di conservazione della carica viene dedotta come segue:
considerando la divergenza della (l.la), usando l'identità (A.32) ed eliminando D
mediante la (1.lc), si ottiene in primo luogo l'equazione di continuità:

v .J =- dp
dt (l.4)

Integrando nel solito volume V e applicando il teorema della divergenza si ottiene infine

fJ.ndS =-~ fPdV
y dt

Sv v

l. Si dice "impressa" una grandezza nota a priori. Sebbene le cariche e le correnti dipendano dal campo,
in certi casi è possibile conoscerne le densità prima di conoscere il campo stesso. Ad esempio, le
densità possono essere desunte da opportuni rilievi sperimentali.
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n
n

a b

Figura 1.1

ovvero:

dq
iy =- dì (1.5)

dove iy rappresenta l'intensità della corrente che attraversa Sy nel verso uscente. Poiché
iy rappresenta la carica netta che nell'unità di tempo esce dal volume V, la precedente
relazione indica che tale carica è esattamente bilanciata dal decremento subìto nello stesso
tempo dalla carica contenuta nel volume considerato. Dunque la (1.5) ha la seguente
interpretazione:

LEGGEDICONSERVAZIONEDELLACARICA:le variazioni della carica elettrica contenuta

in una regione dello spazio dipendono solo da migrazione della carica da (o verso) la
regione esterna, non da processi di generazione o di annichilimento.

L'equazione di continuità esprime in forma differenziale la legge di conservazione della
carica. Poiché essa è conseguenza delle equazioni di Maxwell, tali equazioni non
ammetterebbero soluzione se si cercasse di determinare il campo prodotto da densità di
carica e di corrente assegnate arbitrariamente, in contrasto con l'equazione di continuità.
Ad esempio sarebbe mal posto il problema della determinazione del campo creato da una
distribuzione di carica variabile nel tempo, in assenza di corrente.

1.2 Relazioni costitutive

Le equazioni di Maxwell non contengono alcuna informazione riguardo alle proprietà del
mezzo. D'altro canto sotto l'azione del campo il mezzo si polarizza e - se è conduttore -
viene attraversato da correnti di conduzione. Questi effetti influenzano il campo e devono
essere tenuti in conto attraverso ulteriori equazioni, dette relazioni costitutive.

Poiché i meccanismi microscopici che determinano la polarizzazione e la conduzione
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dei materiali sono molteplici, la forma delle relazioni costitutive non è unica. Essa deve
essere dedotta caso per caso mediante opportune esperienze. I

Nel caso particolare del vuoto, che non si polarizza né conduce, le equazioni costitutive
non riflettono alcun fenomeno fisico e dipendono solo dalla scelta del sistema di unità di
misura. Nel sistema MKSA si ha:

B =lloH (2.1)

dove 110=41t. 10-7H/m, EO'" 1/(361t) . 10-9F/m. Si ha:

l 8=c",3.10 m/s
Eollo

(velocità della luce) (2.2)

Lo stato di polarizzazione elettrica e magnetica del mezzo è rappresentato dai seguenti
vettori, che possono differire da zero solo nella materia:

p = D - EoE

M = B/Ilo- H

(intensità di polarizzazione elettrica) [C/m2]

(intensità di polarizzazione magnetica) [Nm]

Se il mezzo è immobile la polarizzazione elettrica dipende normalmente solo da E, mentre
la polarizzazione magnetica dipende solo da B. Ne consegue che, se il mezzo è immobile,
le equazioni costitutive collegano D a E, e B ad H. Inoltre, sempre nell'ipotesi di mezzo
immobile, la densità della corrente di conduzione è collegata al solo campo elettrico.2

Le proprietà elettromagnetiche dei materiali sono influenzate da fattori di natura
meccanica e termica. Pertanto le relazioni costitutive coinvolgono, oltre alle grandezze
elettromagnetiche, anche grandezze diverse, quali ad esempio la pressione, la temperatu-
ra, ecc. Quando le condizioni termiche e meccaniche del mezzo dipendono sensibilmente
dal campo, le grandezze non elettromagnetiche sono incognite da determinare assieme ai
vettori del campo; in questo caso lo studio delle onde elettromagnetiche si complica,
perché non può essere scisso da quello di onde di altra natura.3
Fortunatamente, nella maggior parte dei casi, le condizioni meccaniche e termiche del

1 In linea di principio le relazioni costitutive possono ancheessere dedotte per via teorica, se si è in grado
di studiare la risposta della materia alle sollecitazioni elettromagnetiche. Però solo raramente tale
studio può essere condotto in termini macroscopici, come nel caso della conduzione nei gas ionizzati,
il cui comportamento viene descritto con sufficiente accuratezza medianteun modello fluidodinamico
(vedi Appendice B). Nella maggior parte dei casi è necessario studiare gli effetti dell'interazione
elettromagnetica a livello atomico, cosa che richiede l'uso della teoria quantistica.

2 Non mancano eccezioni. Ad esempio, nei gas ionizzati e nei semiconduttori, l'influenza di B sulle
correnti di conduzione (effetto Hall) è talvolta rilevante.

3 Adesempio, quando gli sforzidi origine elettromagnetica danno luogoa deformazioni nontrascurabili
del mezzo, le onde elettromagnetiche producono onde acustiche. D'altro canto le deformazioni
acustiche influiscono sulla polarizzazione e quindi sulla propagazione delle onde elettromagnetiche.
Ne consegue che lo studio delle onde elettromagnetiche non può essere scisso da quello delle onde
acustiche.

~
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mezzo sono sostanzialmente indipendenti dal campo e sono note a priori. Inoltre - molto
spesso - esse sono stazionarie, e il loro influsso sulle equazioni costitutive si riflette solo
sul valore di certe costanti. In questi ultimi casi - che sono i più semplici da trattare - il
comportamento elettromagnetico del mezzo è invariante nel tempo (mezzo stazionario).
L'ipotesi di immobilità e di stazionarietà del mezzo verrà tacitamente assunta d'ora in poi.

Talvolta è possibile descrivere le proprietà del mezzo mediante semplici relazioni
costitutive del tipo

J=O"E (2.3)

dove Ere /lr sono la permeabilità elettrica e la permeabilità magnetica relative e O"è la
conducibilità [S/m]. L'ultima di queste relazioni è la ben nota legge di Ohm. Le
permeabilità e la conducibilità sono indipendenti sia dall' intensità che dalla direzione dei
vettori del campo. Evidentemente le (2.3) possono valere_solQse il mezzo_èi$.otropq,cioè
se le sue caratteristiche fisiche sono uguali in tutte le direzioni; infatti i vettori che figurano
in ciascuna di queste relaziQni sono allineati e in rapporto costante, qualunque sia la loro
direzione.

Relazioni analoghe alle (2.3), ma adatte a rappresentare il comportamento di un mezzo
anisotropo, sono

B =/lo !lr . H, J=Q:.E (2.4)

dove le permeabilità e la conducibilità sono di tipo tensoriale (vedi Appendice A). Ad
esempio, introducendo le componenti cartesiane di D, di E e del tensore gf' la prima delle
(2.4) si traduce nel sistema di equazioni:

È evidente che con una relazione di questo tipo D ed E non sono generalmente allineati; .
inoltre il disallineamento e il rapporto delle intensità dipende dalla direzione.

Per la loro semplicità le relazioni costitutive del tipo (2.3) o (2.4) sono spesso le uniche
considerate nei corsi introduttivi di Fisica. Bisogna però osservare che esse non sono
valide in generale, essendo inadatte a rappresentare il comportamento dei materiali in
presenza di campi intensi e/o rapidamente variabili nello spazio o nel tempo.

Le equazioni in questione implicano che le intensità di polarizzazione e la densità di
corrente siano legate ai vettori del campo da relazioni lineari; quindi, in un mezzo descritto
dalle (2.3) o dalle (2.4), le intensità di polarizzazione e la densità di corrente dovrebbero
crescere linearmente con il campo, indipendentemente dall' intensità da esso raggiunta. Un
simile comportamento è però irrealistico perché, al crescere dell' intensità, si manifestano
fenomeni che modificano la polarizzabilità e le proprietà di conduzione dei materiali (per
esempio scariche, saturazione, surriscaldamento, ecc.). Solo approssimativamente, quan-
do il campo è "sufficientemente debole", i materiali si comportano in modo linear~

Matteo
Highlight
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Inoltre si osserva che le (2.3) e le (2.4) mettono in relazione vettori presi nello stesso
istante e che, quindi, esse sottintendono l'ipotesi che le intensità di polarizzazione e la
densità di corrente dipendano in ogni istante dai valori dei vettori del campo considerati
nello stesso istante. In realtà l'inerzia delle strutture atomiche e/o dei portatori di carica
fa sì che le variazioni temporali delle intensità di polarizzazione e/o della densità di
corrente seguano con un certo ritardo le variazioni temporali del campo, con ritardi che
divengono apprezzabili quando le variazioni sono tanto rapide da essere sensibili in
tempi paragonabili a quelli che caratterizzano la dinamica delle strutture atomiche
(periodi delle oscillazioni proprie degli elettroni, tempi di rilassamento delle molecole
polari, ecc.). Per tener conto di questi effetti dinamici le equazioni costitutive devono
coinvolgere non solo i vettori del campo - come avviene nelle (2.3) e (2.4) - ma anche
le loro derivate temporali. I mezzi che richiedono di essere rappresentati da equazioni
costitutive di questo genere vengono detti "con memoria", perché in essi le intensità di
polarizzazione e/o la densità di corrente in un certo istante dipendono dall'evoluzione
del campo negli istanti precedenti. SQIQquando le variazioni del campo sono "sufficien-
temente lente" la memoria del mezzo può essere trascurata.

Si osserva infine che le (2.3) e (2.4) collegano i vettori del campo presi nello stesso
punto, e che quindi esse implicano l'ipotesi che le intensità di polarizzazione e la densità
di corrente siano indipendenti dalla rapidità delle variazioni del campo nell'intorno del
punto considerato. Sebbene questa ipotesi sia spesso ben verificata, esistono esempi di
mezzi per i quali è importante tenere in conto la rapidità delle variazioni spazi ali del
campo (mezzi dispersivi nello spazio). Le equazioni costitutive di questi mezzi devono
coinvolgere, oltre ai vettori del campo, anche le loro derivate spaziali.1

Le precedenti considerazioni indicano che, in linea di principio, le relazioni costitutive
del tipo (2.3) e (2.4) possono essere accettabili solo quando i campi sono "sufficiente-
mente deboli" e quando le loro variazioni spazi ali e temporali sono "sufficientemente
l.ente". Le stesse considerazioni mostrano inoltre che, per rimuovere queste limitazioni,

, bisognerebbe considerare relazioni costitutive molto più complicate, rappresentate da
equazioni non lineari, che coinvolgono derivate spazi ali e temporali dei vettori del
campo.

Fortunatamente, nella maggior parte delle applicazioni delle onde, le intensità dei
campi sono sufficientemente deboli per poter trascurare la non-linearità del mezzo;2
inoltre la dispersività spaziale è un effetto che raramente ha importanza. Invece, tener
conto della memoria è necessario perché, non di rado, i. tempi che caratterizzano le
variazioni dei campi divengono paragonabili ai tempi che caratterizzano la risposta del
m~zzQ, già nella gamma di frequenze delle. microond~'1Per questa ragione, nello studio
che ci si accinge ad intraprendere, è sufficiente considerare la sola classe dei mezzi
lineari, stazionari, non-dispersivi nello spazio, con memoria, per i quali le relazioni

I Ad esempio sono spazialmente dispersivi i mezzi che danno luogo alla cosiddetta "attività ottica
naturale", come certe soluzioni che determinano la rotazione della polarizzazione di fasci luminosi
polarizzati (L. Landau, E. Lifchitz, Physique theorique, Tome VIlI, Electrodinamique des milieux
continus, Ed. MIR, Moscou 1969, § 83).

2 Nelle onde elettromagnetiche generate dai laser possono aversi campi di elevatissima intensità. Lo
studio di queste onde non può prescindere dalla non-linearità del mezzo ed è oggetto della cosiddetta
"Ottica non-lineare".
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costitutive sono espresse da equazioni differenziali lineari, contenenti solo derivate
temporali e coefficienti indipendenti dal tempo. Nel caso dei mezzi isotropi verranno
considerate relazioni costitutive del tipo:

(2.5a)

(2.5b)

(2.5c)

dove i coefficienti dj, ej, bi, mi' gj, si sono indipendenti dal tempo e dal campo. È evidente
che le precedenti relazioni si riducono alle (2.3) quando le variazioni del campo
divengono tanto lente da poter trascurare tutte le derivate (risulta cr =eoldo. J.lr=mofbo.
O"=solgo).

Nel caso dei mezzi anisotropi verranno considerate relazioni analoghe alle precedenti,
con l'unica differenza che i coefficienti saranno generalmente tensoriali. Ad esempio,
fra E e J verrà considerata una relazione del tipo:

amJ am-lJ aJ
g .-+g '-+...+g .-+g .J=
-m atm -m-I atm-I -I at -o

aDE aD-lE aE
8 '-+8 '-+...+8 '-+8 .E
-o atO -0-1 ato-I -I at -o

(2.6)

dove i "coefficienti" ~je ~jsono tensori. Un interessante esempio di equazioni costitutive
del tipo (2.5c) e (2.6) è discusso in Appendice B. dove viene studiata la conduzione in un
gas ionizzato.

Le equazioni di Maxwell.e le relazioni costitutive sono sufficienti per affrontare lo
studio del campo in una regione in cui il mezzo è continuo. Si noti che l'equazione
costitutiva che collega la corrente di conduzione al campo è richiesta solo quando J è una
densità di corrente di conduzione incognita.
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Essa invece non deve essere considerata se J è una corrente impressa, dato che in
questo caso J interviéne nelle equazioni di Maxwell come una funzione nota, che ricopre
il ruolo di "sorgente" del campo. I

1.3 Cariche e correnti superficiali, superfici di discontinuità dei vettori
del campo

Si consideri una distribuzione di carica e di corrente confinata entro un sottile strato di
spessore h intorno ad una certa superficie L (Figura3.1). La caricaq contenutadentro la
porzionedi strato che corrispondealla superficieS presa su L è data da

q =ff pdSdh =f
(
fPdh

)
dS =fPsdS

Sh S h S

(3.1)

dove

Ps=fpdh
h

(3.2)

Sia ABCD una sezione trasversale dello strato, corrispondente a una generica linea A
presa su L (Figura3.1). L'intensità della correntefluente attraversoABCDè data da:

i =f f J.mdAdh =f
(
f Jdh

)
'mdA =fJs .mdA

Ah A h A .

(3.3)

dove m (versore tangente a L e perpendicolare a A) definisce il verso positivo della
corrente e inoltre

Js =fJdh
h

(3.4 )

l Si ricorda che, oltre alle correnti di conduzione, esistono anche le cosiddette correnti di convezione,
che sono dovute al moto di cariche macroscopiche. Come è noto dalla Fisica, la densità di queste
correnti è data da J =pU, dove U rappresenta la velocità delle cariche. Un esempio di corrente di
convezione è costituito da un fascio di elettroni che si muove nel vuoto. In questo corso si suppone
che le correnti di convezione siano impresse. Bisogna però osservare che in alcuni problemi anche
le correnti di convezione possono essere ignote. In questo caso è necessario studiare assieme al
campo anche il moto delle cariche che, lÌsua volta, è influenzato dalle forze elettromagnetiche. Un
simile problema richiede di introdurre l'espressione della forza elettromagnetica che il campo
esercita sulle cariche (forza di Lorentz) e associare alle equazioni del campo anche le equazioni
della meccanica. La soluzione di problemi così complicati esula dai limiti imposti a questa
trattazione.
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Figura 3.1

Se h è tanto piccolo da essere irrilevante dal punto di vista macroscopico, è matema-
ticamente conveniente assimilare lo strato a una" lamina" di spessore infinitesimo,
assumendo quindi che la carica q sia concentrata sulla superficie S e che la corrente i
fluisca attraverso la linea A. Si osservi che, nel passaggio al limite implicito nella
definizione della lamina, devono essere preservati i corretti valori di q e di i. Questo
richiede che le quantità Ps e Js - e quindi gli integrali (3.2) e (3.4) - siano indipendenti da
h, cosa che è possibile se si assume che, al tendere di h a zero, le densità p e J divergano
come 1/h. Al limite, dunque, p e J dovrebbero essere nulle fuori dalla lamina e
infinitamente intense sulla lamina. Un simile andamento non è descrivibile mediante una
normale funzione, e richiederebbe di rappresentare p e J mediante una "distribuzione" del
tipo della delta di Dirac. Ciò è possibile ma comporta di svolgere la teoria dell' elettroma-
gnetismo nello spazio delle distribuzioni invece che in quello delle comuni funzioni.
Volendo evitare l'uso di concetti matematici più avanzati di quelli dell'analisi classica,
bisogna rinunziare a definire le cariche e le correnti superficiali mediante p e J, utilizzando
una descrizione "ad hoc" basata sulle le densità Ps (densità della carica superficiale
[C/m2]) e Js (densità della corrente superficiale [A/m]).

Come si vedrà immediatamente, l'analogo dell' equazione di continuità nel caso di una
lamina è rappresentato dalla seguente espressione:

(J+-JJn+V's.J =_dPss dt
(3.5)

dove (vedi Figura 3.2) n è il versore normale alla lamina (orientato arbitrariamente), J+
e J -sono le densità di corrente eventualmente esistenti nel mezzo intorno alla lamina, prese
aridossodiessadallapartedin edallaparteoppostarispettivamentee, infine,V's' Js indica
la "divergenza superficiale" di Js' definita da:

V' .J = lim ! fJ .mdC
s s S~O S s

C
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(S è una porzione di I. contenente il punto in cui si calcola la divergenza, C è il contorno
di S, m è il versore normale a C, tangente a I. e orientato nel verso uscente da S).1 Nella
(3.5) il termine (J+ - JJ . n rappresenta la possibile discontinuità della componente
normale di J attraverso la lamina. Si osserva che a tale discontinuità si associa una carica
superficiale, anche nel caso in cui Js = O.Quando le correnti nel mezzo intorno alla lamina
sono nulle la (3.5) si riduce all'analogo bidimensionale dell'equazione di continuità.

. DIMOSTRAZIONEDELLA(3.5) Applicando la legge di conservazione della carica (1.5) al
cilindretto di altezza infinitesima indicato in Figura 3.2 e osservando che l'unico contributo finito
alla carica è quello che deriva dalla lamina si ha:

JJ .ndS + JJ .(-n)dS +J J .mdC=- JaPSdS
+ + - . s at

s+ s. C S

Le superfici S+e S. sono infinitamente vicine a S, così che gli integrali su tali superfici equivalgono
ad integrali su S. La (3.5) viene ottenuta dividendo per S, passando al limite per S ~ Oe osservando
che

lim .!.J aps dS =aps
s~o S at ats

.

J + E + H + D + B +
n

S +

J E H D B

Figura 3.2

I Considerando un sistema di coordinate ortogonali ç, TIsulla superficie I, si mostra facilmente che

alE, alTI
Y's.Js =ijf+ aTl

dove lI; e l1]sono le componenti di Js' La precedente relazione è analoga a quella che serve a calcolare
la divergenza in tre dimensioni.

"""
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Come si vedrà fra poco i vettori del campo sono discontinui attraverso le lamine. Però
le lamine non costituiscono le uniche superfici di discontinuità: infatti, come si è già
ricordato, i vettori del campo sono generalmente discontinui anche attraverso le superfici
di discontinuità del mezzo.

La successiva dimostrazione permette di concludere che, per essere congruenti con le
equazioni di Maxwell, le discontinuità sono soggette ad alcuni vincoli. Considerata una
superficie di discontinuità L.(Figura 3.2), coincidente con una lamina e/o con l'interfaccia
fra mezzi diversi, si trova:

dove i pedici + e - hanno il solito significato. Si noti che i vettori n x (E+ - EJ e
n x (H+ - HJ rappresentano la discontinuità del campo elettrico e del campo magneti-
co tangenziali a L. (a parte una rotazione di 90° sul piano tangente), mentre n . (D+ - DJ
e n . (B+- BJ rappresentano le discontinuità delle componenti normali dello spostamento
elettrico e dell' induzione magnetica. Le (3.6b,d) indicanoche lacomponentetangenziale
di E e la componente normale di B sono in ogni caso continue, cosicché le discontinuità
del campo elettrico può riguardare solo la componente normale mentre quella dell'indu-
zione può riguardare solo la componente tangenziale. Le (3.6a, c) indicano invece che le
discontinuità della componente tangenziale di H e della componente normale di D esistono
solo in presenza di lamine di corrente e di carica rispettivamente.

Le (3.6) presuppongono che la superficie L. sia stazionaria. È opportuno notare che, in
caso contrario, esse devono esser modificate con l'aggiunta di termini che dipendono dalla
velocità della superficie. Si omette ogni ulteriore discussione su questo punto, poiché ci
si limita a considerare mezzi e lamine immobili.

Le (3.6) sostituiscono le equazioni di Maxwell in corrispondenza delle superfici di
discontinuità del campo. Esse devono essere considerate assieme alle equazioni di
Maxwelleallerelazionicostitutive,neiproblemiincui il mezzoèdiscontinuo,ovveronei
problemi in cui intervengono lamine di carica e di corrente.

. DIMOSTRAZIONEDELLE(3.6) Applicando la (1.2a) al cilindretto di Figura 3.2 si ottiene:

fnxH+dS+ + f (-n)xH_dS- + ff mxHdCdh =
s. S- Ch

:tf f DdSdh+f f JdSdh+ f JsdS= f f ~~ dSdh + f f JdSdh+ f JsdS
Sh Sh S Sh Sh S

n x (H+- HJ = Js (3.6a)

n x (E+- EJ = O (3.6b)

n . (D+ - DJ = Ps (3.6c)

n . (B+ - BJ = O (3.6d)
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Quando h tende a zero, trascurando tutti i termini che tendono a zero con h, si ha:

fnxH.dS. + f (-n)x H_dS- =f JsdS
~ ~ s

Infine, dividendo per S e passando al limite per S ~ O si ottiene la (3.6a). In maniera analoga,
partendo dalla (1.2b) si ottiene la (3.6b).

Partendo dalla (1.2c) si ha invece:

fD. .ndS. + fD- .(-n)dS- =fPsdS
s. s- s

da cui si ottiene la (3.6c). Analogamente, partendo dalla (l.2d) si ricava la (3.6d). .

1.4 Conservazionedell'energia

A causa del lavoro compiuto dalle forze elettromagnetiche le cariche in moto Q.9~no
lI.çquistare o"perdere e!).ergia.È conveniente assumere che l' energ!a a.£9!!.ist~ o ceduta.
dalle cariche sia sca!llbiata con il campo ~lettromagnetico, attribuendo al campo la
proprietà di immagazzinare energra (energia elettromagnetica). Questo concetto è
fondato su una relazione che discenoe dalle equazioni di Maxwell, nota come "teorema
di Poynting".

Moltiplicando scalarmente le (1.1a, b) per E e H rispettivamente e sottraendo le
relazioni così ottenute si ha:

dD dB
E. V'xH-H. V'xE =E.J+E.-+H.-

dt dt

Considerando l'identità (A.27) si ottiene:

V'. S = -E .J - E. dD - H. dB
dt dt

(4.1)

dove S è il cosiddetto "vettore di Poynting":

S=ExH [W1m2]

Essendo stata dedotta dalle eguazioni di Maxwell in forma differenziale, la (4.1) vale in
tutti i punti di qualsiasi regione V in cui il mezzo è continuo, e in cui non esistono lamine
di carica e di corrente (Figura. 4.1a). Integrando entrambi i membri in V e applicando il
teorema della divergenza si ottiene:

fS.ndS =-
f(

E.J+E. dD +H. dB
)

dV
v dt dt

Sv v

(4.2)
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v

a b

Figura 4.1

È facile verificare che sulle superfici di discontinuità del campo il vettore di Poynting
soddisfa la relazione

(4.3)

dove ET rappresenta il campo elettrico tangenziale (che è continuo). La precedente
relazione, valida nel caso di superfici stazionarie, viene ottenuta immediatamente moltipli-
cando scalarmente per ET i due membri della (3.6a) e sfruttando le proprietà del prodotto
misto. Grazie ad essa è possibile generalizzare la (4.2), in modo da includere il caso in cui
il volume V intercetta una superficie di discontinuità L. (Figura 4.1b). Infatti, scrivendo la
(4.2) nei volumi VI e V2' sommando membro a membro e usando la (4.3) si ottiene
immediatamente:

fS.ndS =-
f(

E.J+E. aD+H. as )dV - fE .J dI:
v at at Ts

Sv v :E

(4.4)

In assenza di lamine di corrente la (4.4) si riduce alla (4.2), che quindi è valida anche in
un mezzo discontinuo, purché immobile. La (4.4) costituisce un'ovvia generalizzazione
della (4.2), poiché essa tiene conto dell'eventuale presenza di una corrente concentrata
mediante l'integrale su L., che è chiaramente analogo all'integrale di volume di E . J.
Naturalmente la (4.4) vale anche in presenza di più lamine, pur di considerare L. come
l'unione di tutte le porzioni di lamina intercettate da V.

La (4.2) (e la sua generalizzazione (4.4)) esprime il teorema di Poynting. Essa rappresenta
un bilancio energetico, come risulta dai seguenti esempi.

ESEMPIOl: BILANCIOENERGETICONELVUOTO Si consideri il caso in cui la regione V
è presa nel vuoto, e si supponga che es.sasia attraversata da un fascio di cariche di densità
p e di velocità U. Come è noto le cariche in moto determinano una densità di corrente di
convezione:

J=pU
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L'esperienza insegna che le cariche in moto sono soggette alla forza di Lorentz;
precisamente, la forza agente sulle cariche che attraversano un generico elemento di
volume dV è data da:

dF = P (E + U x B) dV (legge della forza di Lorentz)

Tale forza compie un lavoro che si traduce in una variazione dell'energia cinetica delle
particelle. Poiché U x B è perpendicolare alla velocità, l'energia acquistata nell'unità di
tempo dalle particelle contenute nell'elemento dV è data da

dF . U = P E dV . U =p U . E dV = E. J dV .

(se E . J < Ol'energia viene perduta dalle particelle). Dunque, nella (4.2) la quantità

Wo=-fE'JdV
v

[W]

rappresenta l'energia che tutte }e particelle p'~s~n.tLp:e~regione V cedono (wo> O) o
~rb~ono (wo < ~nell'unità di tempo. L'altro termine al secondo membro della (4.2) può
essere traSiormato osservando che

Si può quindi porre:

f(
E. aD +H. aB

)
dV= du

at . at dtv

dove:

f(
l 2 l 2)u= "2eoE +"2~oH dV

v

Pertanto la (4.2) assume la forma:

[J] (4.5)

. du
Wo=-+ f S.ndS

dt v
Sv

(4.6)

Questa relazione può essere interpretata come un bilancio energetico, se si assume che
u rappresenti l'energia elettromagnetica contenuta nella regione V e se si suppone che
il flusso del vettore di Poynting rappresenti la potenza elettromagnetica trasferita
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all'esterno. Così, infatti, la precedente relazione indica che una parte dell'energia ceduta
dalle particelle si ritrova sotto forma di incremento di energia elettromagnetica nella regione
considerata e che la rimanente parte compensa l'energia elettromagnetica che abbandona
la regione stessa. Naturalmente, se il flusso di S è negativo, l'energia viene trasferita
dall' esterno all'interno della regione e contribuisce all'incremento di u, assieme alla potenza
ceduta dalle particelle. Questa interpretazione permette di estendere ai fenomeni elettroma-
gnetici il principio di conservazione dell'energia.

Secondo la (4.5) l'energia elettromagnetica è distribuita nel vuoto con la densità:

E E2 + J.l H2u= o o
2 (4.7)

ESEMPIO 2: BILANCIO ENERGETICO IN UN CONDUTIORE ATIRA VERSATO DA CORRENTE

CONTINUA Si supponga che la regione V contenga un materiale conduttore lineare
isotropo, e che il campo sia stazionario. Essendo valida la legge di Ohm (J =aE) si ha:

E.J= J.J = J2
a a

Pertanto la (4.2) assume la forma:

J2

- fS.ndSy =J crdV
Sy v

(4.8)

L'esperienza mostra che l'integrale di volume rappresenta la potenza termica sviluppata
per effetto Joule. Poiché si considera un situazione stazionaria, la temperatura è costante
e quindi il calore generato viene integralmente trasmesso all'esterno di V. Esso deve
essere bilanciato da un equivalente apporto energetico proveniente dall' esterno. Tale
apporto può essere solo di tipo elettromagnetico, dato che l'ipotesi di immobilità e
stazionarietà del mezzo esclude ogni altro contributo (meccanico, chimico, ecc.). Per
questa ragione l'integrale al primo membro della precedente relazione deve rappresen-
tare la potenza elettromagnetica trasferita attraverso il campo al materiale conduttore
incluso nella regione V. Dunque, anche in questo esempio, il flusso del vettore di
Poynting rappresenta la potenza elettromagnetica scambiata fra l'interno e l'esterno
della regione considerata.

ESEMPIO 3: BILANCIO ENERGETICO IN UN DIELETTRICO ISOTROPO SENZA MEMORIA Se

la regione V contiene un dielettrico lineare, stazionario, isotropo e se il campo varia con
lentezza tale da permettere di trascurare la memoria, si ha

Quindi:

E.aD= aEOErE2~ E.D
at at 2 at2
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Pertanto la (4.2) diviene:

JS.ndS =_~J
E.D+H.B

s v dt
2

dV

v v

La stazionarietà del mezzo presuppone che lo stato di deformazione e la temperatura del
materiale siano costanti nel tempo, cosicché la variazione dell' energia immagazzinata nella
regione è dovuta esclusivamente allo scambio di energia elettromagnetica con l'esterno.
Dunque, assumendo che il flusso del vettore di Poynting rappresenti sempre la potenza
elettromagnetica uscente dalla regione considerata, si deduce che l'integrale di volume
rappresenta l'energia elettromagnetica immagazzinata nella regione V. In questo caso la
densità dell'energia elettromagnetica è:

(4.9)

I contributi

vengono detti densità di energia elettrica e di energia magnetica rispettivamente.

I precedenti esempi hanno mostrato che la (4.2) rappresenta un bilancio energetico che
va chiarito caso per caso, dopo aver introdotto le relazioni costitutive del mezzo. Si è visto
però che, in ogni caso, il flusso del vettore di Poynting uscente da una superficie chiusa è da
interpretare come la potenza elettromagnetica che esce dalla zona racchiusa dalla superficie
stessa. Poiché la potenza ha la forma di un flusso, appare spontaneo ipotizzare che nello
spazio abbia luogo un trasporto di energia elettromagnetica e che la densità della potenza
trasportata sia proprio rappresentata dal vettore di Poynting. Attribuendo questo significato
aS, la potenza w transitante nel verso positivo attraverso qualsiasi superficie orientata S,non
necessariamente chiusa, è data da: I

w = J S . n dS
s

(4.10)

1 In realtà, estrapolare la (4.10) dall'analoga relazione valida per una superficie chiusa è arbitrario. In
effetti il fatto che la potenza uscente attraverso una superficie chiusa sia data dal flusso del vettore
di Poynting autorizza solo a dire che la pot~nza fluente attraverso una superficie generica deve essere
del tipo

fs S'. n dS dove S' = S + vettore solenoidale indeterminato.

Infatti anche quest'espressione fornisce il corretto valore della potenza quando la superficie S è
chiusa, dato che il flusso di un vettore solenoidale attraverso una superficie chiusa è identicamente
nullo. Ciò nonostante l'ipotesi che la densità di potenza sia proprio rappresentata dal vettore di
Poynting è accettata, non essendo in contrasto con alcun fatto sperimentale.
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1.5 Regime sinusoidale

Le equazioni di Maxwell e le (3.6) sono lineari e invarianti nel tempo, così come le
relazioni costitutive dei mezzi lineari e stazionari. Relazioni di questo genere possono
essere soddisfatte da campi che oscillano con legge sinusoidale (campi "monocromatici").
La frequenza delle oscillazioni è dettata dalle correnti impresse, che si suppone siano pure
sinusoidali,con pulsazione co indipendentedalla posizione.I

L'interesse per i campi monocromatici deriva in primo luogo dal fatto che nella maggior
parte delle applicazioni delle onde (radiocomunicazioni, radar, apparati ottici che
utilizzano luce generata da laser) i campi sono monocromatici, almeno approssimativa-
mente; in secondo luogo dal fatto che, attraverso l'uso della serie odell' integrale di Fourier
(vedi Appendice F), lo studio dei campi non monocromatici -periodici o aperiodici - può
essere tradotto in quello delle componenti spettrali, ciascuna delle quali oscilla con leg-
ge sinusoidale.

Come nella teoria dei circuiti, anche nella teoria delle onde è conveniente rappresentare
le grandezze sinusoidali mediante quantità complesse. Un generico campo vettori aie
monocromatico V, espresso attraverso le sue componenti cartesiane, ha la seguente forma:

V = Ux V Ox cos (cot + <J>x)+ Uy V Oy cos (cot + <J>y)+ Uz V Oz cos (cot + <J>z)

La pulsazione co è identica in ogni punto, mentre le ampiezze e le fasi delle componenti
sono generalmente funzioni della posizione. La precedente espressione può anche essere
scritta come segue:

dove V è un vettore a componenti complesse, date da:

V x = V Ox ei'Px , V z = V Ozei'Pz

Quantità complesse di questo tipo vengono dettefasori. I vettori a componenti complesse
(come V) prendono il nome difasori vettoriali. Fissata la frequenza, esiste una corrispon-
denza biunivoca fra campi monocromatici e fasori, poiché i moduli e gli argomenti delle
componenti dei fasori coincidono con le ampiezze e le fasi delle componenti dei vettori
reali. Naturalmente la rappresentazione mediante fasori è anche possibile per i campi
monocromatici di tipo scalare, come ad esempio la densità di carica (jasori scalari).

Introdotti i fasori E, H, D, B, J,Js' p, Ps corrispondenti a E, H, D, B, J, Js, p, Psè facile
dedurre dalle equazioni che collegano le grandezze elettromagnetiche reali le corrispon-

l I campi generati da sorgenti sinusoidali agenti in un mezzo non-lineare e/o non-stazionario non sono
monocromatici. Se il mezzo è stazionario ma non-lineare il campo oscilla con lo stesso periodo delle
sorgenti, ma il suo andamento non è sinusoidale (generazione di armoniche); se il mezzo non è
stazionario le variazioni del campo sono generalmente aperiodiche.
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denti equazioni che collegano i fasori. Ad esempio, in regime sinusoidale, l'equazione di
Maxwell (l.lb) può essere scritta come segue:

V x Re(EejOO!)=-~Re(BejOO!)dt

ovvero

Re [(V x E)ejOO!]= Re [(- jroB) ejOO!]
Questa relazione fornisce l'equazione cercata, dato che essa implica:

V x E = - jro B

Seguendo questo stesso procedimento si vede che le equazioni di Maxwell, le condizioni
sulle superfici di discontinuità, le relazioni costitutive e l'equazione di continuità possono
immediatamente essere tradotte in termini complessi, sostituendo i simboli dei fasori a
quelli delle grandezze sinusoidali e sostituendo l'operatore di derivata temporale con la
moltiplicazione per jro. Così si ottengono le seguenti equazioni, in cui non appare più la
var~abile temporale:

EQUAZIONI DI MAXWELL

V xH =jroO+J

VxE=-jroB

(5. la)

(S.lb)

V.O= P
V.B= O

(5.le)

(S.ld)

EQUAZIONE DI CONTINUITÀ

(5.2)

CONDIZIONI SULLE SUPERFICI DI DISCONTINUITÀ

nx(U+ -HJ=Js

nx(E+ -EJ=O

n.(O+ -OJ=ps

(S.3a)

(S.3b)

(S.3e)

(S.3d)
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(5.3e)

RELAZIONI COSTITUTIVE

Nel caso dei mezzi isotropi (vedi Equazione 2.5) si ha:

(5.4a)

(5.4b)

(5.4c)

Nell'ultima relazione si è usato il simbolo Jc invece di J, per evidenziare il fatto che la
relazione costitutiva riguarda le sole correnti di conduzione (incognite).

Le relazioni costitutive dei mezzi anisotropi si trasformano in espressioni analoghe alle
precedenti, in cui però i coefficienti sono generalmente tensoriali.

La (5.2) e la (5.3e) mostrano che nei campi monocromatici le densità di carica sono
completamente determinate se sono note le densità di corrente. Per questa ragione, nello
studio dei campi monocromatici, le densità di carica sono incognite di secondaria
importanza e raramente vengono prese in considerazione esplicitamente.

L'introduzione dei fasori permette di semplificare notevolmente lo studio dei campi
monocromatici, grazie al fatto che le relazioni costitutive dei mezzi con memoria si
traducono in semplici relazioni algebriche.

Tali relazioni permettono di esprimere tre dei vettori E, D, H, B, Jc in funzione degli
altri due, cosa che consente di ridurre il numero dei campi incogniti da cinque a due. È
conveniente eliminare dalle equazioni i vettori D, B, Jc, sia perché il vettore di Poynting
dipende da E e H, sia perché le equazioni così ottenute presentano certe simmetrie, la cui
utilità diverrà evidente nel Capitolo 7 (dualità).

CASODEIMEZZIISOTROPI Ricavando D, B e Jc dalle (5.4) si ottiene immediatamente:

D + Jc /jro = eE (5.5a)

(5.5b)
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dove:

(jroten + (jro)n-Ien-l+...+jroel +eoe=e +
O(jro)m dm + (jro )m-I dm-l +. .. + jro dI + do

l (jrotsn + (jrot-1sn-I+...+jrosl +so

jro (jro)mgm + (jro)m-Igm-l+... +jro gl + go
~~~

(5.6b)

Supponendoche, in generale, oltre alle correnti di conduzione incognite siano presenti
anche correnti impresse (non importa di che natura) e che la densità di queste ultime
correnti sia Jo, si ha:

jro D + J = jroD + Jc + Jo = jro (D + Jijro) + Jo = jro eE + Jo

Pertanto dalle (5.la, b) si ottiene:

V' x H = jro e E + Jo (5.7a)

(5.7b)V' x E = - jro Il H

Nella teoriadei campi monocromaticiquesteequazionisonocomunementedette"equa-
zioni di Maxwell", anche se, in realtà, esse derivano sia dalle equazioni di Maxwell che
dalle relazioni costitutive. Unite alle condizioni (5.3a, b), esse sono sufficienti per
determinare E e H.

Considerando la divergenza di entrambi i membri delle (5.7) si ottengono immediata-
mente le "equazioni alle divergenze": I

V'.(eE)=- V'.Jo_-
jro - Po

(5.8a)

(5.8b)

dove Po indica la densità di carica associata alla sola corrente impressa.

l La (5.8a) può essere anche ricavata partendo dalla Equazione (5.le) e dall'equazione di continuità,
utilizzando la prima delle (5.5). È inoltre evidente che la (5.8b) può essere ottenuta direttamente
dalla (5.1d) esprimendo B in funzione di H. Il fatto che le equazioni alle divergenze possano essere
dedotte dalle (5.7) evidenzia che solo le equazioni ai rotori hanno un ruolo fondamentale nello studio
dei campi monocromatici.
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Infine è facile verificare che le condizioni (5.3c, cl)si traducono nelle equazioni)

(5.9)

(5.10)

dove le permeabilità indicate con i pedici + e
- sono quelle a ridosso della superficie di
discontinuità, dal lato di n e dal lato opposto
rispettivamente (Figura 5.1). Il simbolo Pos
indica la densità di carica che appare sulla
superficie, sia in conseguenza della discon-
tinuità delle correnti impresse nelle zone
adiacenti, sia a causa dell' esistenza di una
corrente non solenoidale Jos' impressa sulla
superficie stessa.

t. Il.

Figura5.1

I coefficienti t e Ilcaratterizzano completamente i mezzi isotropi in regime sinusoidale.
Essi prendono il nome dipermeabilità (complesse), elettrica e magnetica rispettivamente.
Attraverso t si tiene conto non solo della polarizzabilità elettrica dei materiali ma anche
della loro conducibilità.

Le permeabilità dipendono dalla frequenza (con l'ovvia eccezione del vuoto, in cui
evidentemente si ha t =£O,Il =/lo). A bassa frequenza le permeabilità dei materiali isotropi
assumono la forma (vedi Equazione 5.6)

(5.11)

poiché eoldo=tr ' solgo =(J , mofbo = Ilr .

CASODEIMEZZIANISOTROPI Le relazioni costitutive si traducono in relazioni analoghe
alle (5.5):

(D + JJjro) =&. E B=J!.H (5.12)

dove &e J! sono tensori a elementi complessi. Eliminando D , B e Jc dalle equazioni di
Maxwell, si ottengono le seguenti equazioni, analoghe alle (5.7):

v x H = jro & . E + Jo

V x E = - jro J! . H

(5.13a)

(5.13b)

1 La (5.10) è ottenuta semplicemente sostituendo la (5.5b) nella (5.3d); la (5.9) viene ricavata
sostituendo la (5.3e) nella (5.3c), separando Jo da Jc e utilizzando la (5.5a).
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Queste equazioni, assieme alle solite condizioni sulle componenti tangenziali di E e di H,
sono sufficienti per determinare il campo nei mezzi anisotropi. Da esse possono essere
direttamente dedotte le seguenti equazioni alle divergenze:

(5.14a)

(5.14b)

Inoltre; dalle (5.3c, d, e) si deducono le seguenti relazioni, analoghe alle (5.9) e (5.10):

(5.15a)

(5.15b)

I tensori ~ e JJ,.prendono il nome di tensori di permeabilità.

1.6 Dispersività, spettri elettrici e magnetici dei materiali

I mezzi in cui una o entrambe le permeabilità dipendono dalla frequenza vengono detti
"dispersi vi" , più precisamente "dispersivi nel tempo".1 La dispersività temporale deriva
dagli effetti di memoria e dalla conducibilità. Tutti i materiali s.Q!!9dispersi vi se
considerati in bande di frequenza suffìcieIl.temente e~ fi1alcuni casi la_di~persiYitàcpuò
essere trascurata, se si è interessati allo studio delle onde in bandepi_ù o meno (istr~tte. In
questi casi il mezzo viene detto "non dispersi~o". L'unico mezzo rigorosamente non
dispersivo è il vuoto.

La dispersività di una sostanza isotropa e il campo di frequenza in cui essa può essere

ignorata sono evidenziati dall'esame delle funzioni £ =£ (00) e ~ =J.1 (oo)i'dette "spettri",

gettrico e !ll~netico rispettivamente. Si u~a P2!!'~ - - --

£ =£0 (£' - j£") ~ =~o (~' - j~") (6.1)

dove £', £", ~', ~" sono quantità reali adimensionali. Gli spettri sono normalmente
rappresentati diagrammando tali quantità.

Nel caso delle sostanze anisotrope gli spettri sono costituiti dalle funzioni che
rappresentano le componenti dei tensori ~ e JJ,.al variare della frequenza. Anche in questo
caso si usa porre

JJ,. = ~o (JJ,.'- jJJ,.") (6.2)

I La ragione di questa denominazione diventerà chiara quando verrà studiata la propagazione delle
onde non monocromatiche. .
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dove ~', ~", !l', !l" sono tensori reali adimensionali. Gli spettri delle sostanze anisotrope
rappresentanole componentidi questi tensori in funzionedi 00.

Come si vedrà nel prossimo capitolo, i valori di ~', ~", !l', !l" influiscono sulla
propagazione esuli' attenuazione delle onde monocromatiche. Per questa ragione gli
spettri possono essere ottenuti sperimentalmente in maniera indiretta, effettuando oppor-
tune misure sulle onde a varie frequenze.

Un esempio caratteristico di spettro elettrico è quello dell'acqua, rappresentato nella
Figura 6.1. Nel diagramma lo spettro è rappresentato in una banda di frequenze molto
vasta, estendentesi da 100 MHz fino a frequenze prossime a quelle delle onde luminose.

Sotto 100 MHz c' si mantiene praticamente costante (E' :::::Er:::::80) mentre Eliscende a
valori tanto più piccoli quanto minore è la frequenza. In questo campo di frequenze la
dispersivitàpuò essere ignorataponendo E:::::80£0.Essa cominciaad essere significativa
al disopra di 100 MHz, dove Elinon è più trascurabile rispetto a E',e diviene notevole al
disopra di qualche gigahertz, dove si hanno forti variazioni di E'e di eli. Si nota che intorno
a lO GHz E' inizia a scendere rapidamente divenendo paragonabile a Eli. Un simile
decrementoè tipicodeidielettricipolari,di cui l'acqua è unodei principaliesempi.Come
è noto, i die1ettrici di questo tipo sono costituiti da molecole dipolari il cui orientamento,
in condizioni stazionarie, dà luogo a un'intensa polarizzazione. In condizioni dinamiche
la polarizzabilità di queste sostanze rimane elevata fin tanto che le variazioni del campo
sono così lente da permettere ai dipoli di invertire periodicamente il loro orientamento. Al
crescere della frequenza l'inerzia impedisce ai dipoli di ruotare con la necessaria rapidità,
così che il meccanismo di polarizzazione per orientamento perde progressivamente
importanza; nell' acqua esso cessa in pratica di agire a frequenze dell' ordine di 1000 GHz,
quando E'e Eliscendono a valori dell'ordine delle unità. Al disopra di queste frequenze la
polarizzazione è dovuta sostanzialmente alla sola deformazione indotta dal campo sulle
strutture atomiche, effetto che è presente in tutte le sostanze, polari o non-polari.

Nei dielettrici non polari ladispersività diviene importante solo quando la frequenza del
campo è dell'ordine delle frequenze di risonanza delle strutture atomiche.) Si tratta di
frequenze molto alte - normalmente al disopra delle migliaia di gigahertz - nell'intorno
delle quali si osservano fluttuazioni più o meno rapide dello spettro (picchi di risonanza).
Naturalmente questi effetti esistono anche nei dielettrici polari. La Figura 6.1 evidenzia
che nell'acqua essi sono presenti al disopra di qualche migliaio di gigahertz.

Si nota che nell' acqua Elitende a scendere fortemente quando ci si avvicina alla regione
visibile.Se il diagrammasi estendessefino a tale regione si osserverebberovalori di eli

molto minori di E'.Le regioni dello spettro in cui Eliè trascurabile rispetto a E'vengono dette
"finestre" perché, come si vedrà in seguito, in questo campo di frequenza le onde si
propagano con piccola attenuazione. La trasparenza dell'acqua è dovuta all'esistenza di
una finestra nella regione visibile.

In base alle loro proprietà magnetiche, i materiali sono suddivisi in diamagnetici,
paramagnetici, ferromagnetici e ferrimagnetici. Nei materiali diamagnetici e paramagnetici
l'intensità di magnetizzazione è generalmente tanto bassa da poter essere usualmente

l Secondo la meccanica quantistica tali frequenze corrispondono ai salti quantici fra i livelli
energetici degli elettroni atomici.
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Figura 6.1

tra&curata.Per questa ragione tali materiali vengono comunemente detti non-magnetici e
si assume quasi sempre che per essi valga la relazione B = ~oH, come nel vuoto. Nei
materiali ferromagnetici e ferrimagnetici, in condizioni stazionarie o di lenta variabilità
del campo, l'intensità di magnetizzazione è ingente; per questo, tali materiali vengono
detti "magnetici". Esempi ben noti di materiali ferromagnetici sono il ferro e il nichel, che
però hanno scarso interesse nelle applicazioni delle onde, a causa dell' elevataconducibilità,
che dà luogo a fortissime attenuazioni. Sono ferrimagnetiche le ferriti, materiali ceramici
che combinano una bassissima conducibilità ad un'elevata polarizzabilità magnetica e
che, per questo, vengono usate nella realizzazione di dispositivi operanti ad alta frequenza.

I materiali magnetici sono fortemente non lineari e la relazione fra B ed H è
caratterizzata dal fenomeno dell' isteresi. Essi possono essere considerati approssimativa-
mente lineari solo se l'intensità del campo magnetico è abbastanza piccola. Solo a questa
condizione tali materiali possono essere caratterizzati mediante la permeabilità magnetica
~. La Figura 6.2 rappresenta lo spettro magnetico di una ferri te al nichel (ossido di nichel-
ferro). Si nota che a bassa frequenza la permeabilità è abbastanza elevata, e che essa de-
cresce rapidamente al disopra di 100 MHz. Si ha quindi un comportamento in qualche
modo analogo a quello dei dielettrici polari, con la differenza che la dispersività si
manifesta a frequenze molto più basse. In realtà i meccanismi di magnetizzazione di un
materiale magnetico e quelli di polarizzazione di un dielettrico polare sono totalmente
diversi. Si ricorda che l'intensa magnetizzazione dei materiali ferro magnetici è dovuta
alla formazione dei "domini" e che le variazioni della magnetizzazione richiedono
cambiamenti dell'orientamento e delle dimensioni dei domini stessi. Il decremento della

permeabilità a frequenze relativamente basse è dovuto all'inerzia dei domini, che è molto
maggiore di quella delle molecole che costituiscono i dielettrici polari. A causa della loro
inerzia i domini non sono in grado di mutare con la rapidità richiesta da sollecitazioni
elettromagnetiche di frequenza superiore a qualche centinaio di megahertz.\

l Ciò nonostante le ferriti sono di notevole importanza nella tecnica delle microonde. A differenza
di quanto avviene a bassa frequenza - dove viene sfruttato l'elevato grado di magnetizzazione
raggiungibile - nel campo delle microonde viene sfruttato l'effetto "giromagnetico", che rende
anisotropo il comportamento dinamico del materiale quando esso è sottoposto ad un campo
magnetostatico.
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I conduttori sono sempre dispersivi. Nei metalli ad alta conducibilità la legge di Ohm
(J =aE) vale fino a frequenze molto alte, nella regione delle onde millimetriche e oltre.
Si ha quindi:

I valori della conducibilità di alcuni metalli di uso comune sono riportati nella Tabella 6.1.
A causa dei valori elevatissimi della conducibilità, anche a frequenze dell'ordine delle
migliaia di gigahertz, l'ultimo termine è molto più importante del precedente (che è
dell'ordine di €o=8.86 10-12F/m). Pertanto, in un vastissimo campo di frequenze si può
assumere che nei metalli ad alta conducibilità si abbia:

€:::::~
joo

€':::::O
a

€":::::-

roto
(6.3)

Nei gas ionizzati, costituiti da ioni monovalenti e da elettroni liberi di densità No [m-3],
sotto opportune condizioni (vedi Appendice B) vale la relazione

2
€oOOpJ=-E

c joo+ v

dove

(6.4)

[Hz] (6.5)
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Tabella 6.1

è la cosiddetta "frequenza di plasma" e v è la "frequenza di collisione" degli elettroni.]
A causa della bassa densità di molecole le intensità di polarizzazione nei gas (neutri o
ionizzati)sono trascurabili e si può porre, almeno in prima approssimazione:D ::=coE,

B::=/loH. Pertanto dalla (S.Sa) si ottiene immediatamente:

Se la frequenza di collisione è molto minore della frequenza di lavoro, il termine
contenente Vpuò essere trascurato (approssimazione del "plasma senza collisioni"). Con
questa approssimazione c diviene reale e si ha:

(02
c' = l - E..

(02
c"=O (plasma freddo senza collisioni) (6.6)

Nel plasma senza collisioni la permeabilità elettrica è reale, come in un normale dielettrico
a bassa frequenza; però essa risulta minore di l e - addirittura - diviene negativa al disotto
della frequenza di plasma. Quando la frequenza di lavoro supera di molto la frequenza di
plasma risulta c' ::=l e quindi il gas ionizzato tende a comportarsi come il vuoto. Ciò è
intuitivamente evidente, perché le oscillazioni degli elettroni tendono a divenire tanto
meno ampie quanto maggiore è la frequenza del campo che li sollecita.

La presenza di un campo magnetostatico rende anisotropi i materiali, per quanto
riguarda il loro comportamento rispetto ai campi monocromatici.2 I materiali che
presentano questo particolare tipo di anisotropia vengono detti "girotropici", ovvero -più
precisamente - "giroelettrici" o "giromagnetici", secondo che l'effetto del campo
magnetostatico consista nel rendere tensoriale la permeabilità elettrica o quella magne-
tica. L'origine dell'anisotropia indotta dal campo magnetostatico in un conduttore è
intuitivamente evidente, se si pensa che la forza di Lorentz agente sui portatori è nulla
quando la corrente è parallela al campo magnetostatico, mentre differisce da zero negli

I La (6.4) deriva immediatamente dalla relazione che governa la conduzione nel "plasma freddo
isotropo" (vedi Equazione B.IO), quando si considera il caso monocromatico.

2 L. Landau, E. Lifchitz, Physique Theorique, voI. VIII (Electrodinamique des Milieux continus,
§ 76 e § 82) e VoI. V (Physique statistique, § 127), Ed. MIR, Moscou.

Materiale Conducibilitàin S/m (a 20°C)

Argento 6.289 x 107
Rame 5.714 x 107
Alluminio 3.3 x 107- 3.57 X 107
Bronzo 4.0 x 107- 5.5 X 107
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altri casi e che, quindi, la conduzione dipende dalla direzione. Un esempio di conduttore
giroelettrico è costituito dal cosiddetto "magnetoplasma", termine che indica un gas
ionizzato reso anisotropo dall'azione di un campo magnetostatico. La conduzione nel
magnetoplasma viene studiata nell' Appendice B, ed è governata dall'equazione (B.I2).
Tale equazione, tradotta in termini complessi, ha la forma

(6.7)

dove 1 indica il tensore unità e! è un tensore dipendente dal campo magnetostatico e dalla
frequenza di collisione (vedi Equazione B.11). Se si suppone che il campo magnetostatico
abbia l'induzione Bo nella direzione dell'asse z, e se si trascurano le collisioni si ha:

r

jro roe O

]

jro!+ ! = -roe jro O
O O jro

(6.8)

dove gli elementi della matrice sono le componenti cartesiane del tensore. La pulsazione
roe coincideconlavelocitàangolarediunelettronechecompieilmotociclotronicointorno
a Bo. Essa corrisponde alla ben nota "frequenza ciclotronica" che, per gli elettroni, è data
da:

(Bo in Wb/m2)

Dalla (6.7) si ottiene

Je = Eoro~ Oro 1 + O-I . E

e quindi:

D + Je/jro =EoE + Eoro~ (-0021 + joo! )-1. E =

Eo [1+ ro~ (-oo21+joo!)-I]- E

Pertanto, per la prima delle (5.11) risulta

& = Eo[1 + ro~ (- 0021+ jro! )-1]

Per trovare le componenti cartesiane di &bisogna introdurre la (6.8) e svolgere alcuni
calcoli sulle matrici. Si ottiene:

magnetoplasma senza collisioni
(Bo nella direzione z) (6.9a)
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dove:

(6.9b)

Quando la frequenza di lavoro è molto maggiore della frequenza di plasma e del-
la frequenza ciclotronica anche il magnetoplasma tende a comportarsi come il vuoto,
(g ~ eol). È interessante osservare che alcune componenti del tensore tendono all'infini-
to quando la frequenza di lavoro tende alla frequenza ciclotronica; questo comportamen-
to risulta intuiti vamente chiaro se si pensa che un campo che oscilla proprio alla frequenza
ciclotronica esercita sugli elettroni una forza che ha lo stesso periodo del moto ciclotronico;
per questa ragione si ha un effetto di risonanza che tende ad ampliare le orbite ciclo-
troniche, dando luogo a correnti sempre più intense. In realtà questo effetto è limitato dalle
collisioni: se nella (6.8) si fosse tenuto conto della frequenza di collisione, il tensore di
permeabilitàelettrica si sarebbe mantenutofinito anche per 00=ooc'

1.7 Medie temporali delle grandezze energetiche nei campi
monocromatici

Nel caso dei campi monocromatici interessa principalmente conoscere le medie temporali
delle grandezze energetiche in gioco. Infatti gli effetti osservabili degli scambi energetici
sono spesso collegati ai valori medi piuttosto che ai valori istantanei. Ad esempio, la
distribuzione di temperatura in un corpo dipende dalla densità media della potenza
dissipata e non dalla densità istantanea, perché in genere il periodo delle oscillazioni
elettromagnetiche è brevissimo rispetto alle costanti di tempo termiche.

Nel Paragrafo 4 si è visto che tutte le grandezze energetiche dipendono da prodotti
(scalari o vettoriali) dei vettori del campo i quali, nei campi monocromatici, sono
generalmente rappresentati dai corrispondenti fasori. A causa dell'interesse per i valori
medi delle grandezze energetiche è quindi opportuno vedere, innanzi tutto, come i valori
medi dei prodotti di vettori sinusoidali possano essere espressi direttamente attraverso i
fasori.

Siano F e G due generici vettori sinusoidali di uguale frequenza, rappresentati dai fasori
F e G. Siano F* e G* i fasori coniugati, cioè i fasori che hanno come componenti i coniugati
delle componenti di F e G. Si ha:

F =Re[ Fejrot] = Fejrot + F* e-jrot2 G =Re[ Gejrot] = Gejrot + G* e-jrot2

e quindi:

Fejrot +F* e-jrot Gejrot +G* e-jrot F.G* +F*.G
F.G= . - +

2 2 4

Matteo
Highlight



44 Capitolo l

F.Gej2rot+F*.G*e-j2rot

[

F.G*

] [

F.G.

]+ -Re - +Re -eJ2rot
4 2 2

L'ultimo termine è una grandezza sinusoidale di pulsazione 2m e ha valore medio nullo;
pertanto il valore medio del prodotto scalare è:

<F.G >= Re[F.~*] (7.1)

In particolare si ha

<F2>=<F.F>=F.F* _IFI2
2 -2 (7.2)

dove IFIrappresenta il "modulo" di F, definito dalla quantità reale positiva:

(il significato del modulo dei fasori vettori ali sarà visto nel Paragrafo lO). Ad esempio la
densità media dell'energia elettromagnetica nel vuoto è:

Analogamente, considerando il prodotto vettori aIe F x G si trova:

<FXG>=Re[FX2G*]
(7.3)

Quest'ultima formula permette di calcolare il valore medio del vettore di Poynting,
mediante la formula

< S>=<ExH >= Re[EX2H*]

Introducendo il "vettore di Poynting complesso":

s = Ex H*
2 (7.4)

si ha

< S > = Re S (7.5)
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Dunque, la densità media della potenza elettromagnetica trasmessa in un campo
monocromatico è data dalla parte reale del vettore di Poynting complesso.

Evidentemente il valore medio della potenza elettromagnetica che attraversa una
superficie S è dato d!:-

<w>=J ReS .ndS= RefS'ndS
s s

(7.6)

1.8 Bilancio delle potenze medie nei campi monocromatici

Il bilancio energetico per le potenze medie in un campo monocromatico viene ottenuto
mediante un procedimento analogo a quello seguito per giungere alla (4.2).
Se il mezzo contenuto nel volume V è isotropo, utilizzando le (5.7) si ottiene:

E.VxH*=E'(-jroe*E*+JO* ) H* oVx E =H* .(-jooJ.lH)

dove, al solito, l'asterisco indica il coniugato. Sottraendo, utilizzando l'identità (A.27) e
dividendo per 2 si trova:

E o Jg' - 2
0

(
J.lIHI2 e *IEI2

)
'[7 S- Joo -- + v .

2 4 4
(8.1)

Integrando in V e applicando il teorema della divergenza si ottiene: I

Ponendo e =Eo (e' -je"), J.l=J.lo(J.l' - jJ.l") si ha:

- f Eo;o* dV=Wdiss+2joo(um-ue)+ fSondSv
v Sv

(8.2)

dove:

f[
e e"IEI2 J.l J.lIIIHI2

)
W d " =00 O + O dv

ISS 2 2
v

l Come nel caso del teorema di Poynting per i campi istantanei, la relazione ottenuta vale anche in
un mezzo discontinuo. Inoltre se esistono lamine di corrente, all'integrale di volume al primo
membro deve essere aggiunto un analogo -integrale di superficie.
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u =J
£0£'IEI2

e dV
V 4

u =J
/10/1'IHI2

m dV
V 4

Le quantità wdiss' Ue' um sono reali. Quindi, uguagliando le parti reali e le parti
immaginarie, si ha:

J
E.J*

J- Re 2 o dV=wdiss+ Re S . n dSy
V Sv

(8.3a)

-lmJ E.:o* dV=2ro(um-ue)+lm JS.ndSy
v Sy

(8.3b)

Le (8.3a) e (8.3b) esprimono il bilancio delle cosiddette "potenze attive" e delle "potenze
reattive" rispettivamente. La (8.2) esprime il bilancio delle cosiddette "potenze apparen-
ti".)

Il bilancio delle potenze attive si presta a un'immediata interpretazione, poiché esso
esprime il bilancio fra i valori medi delle potenze istantanee. Il primo membro della (8.3a)
rappresenta la potenza media ceduta al campo dalle correnti impresse esistenti all'interno
di V; si ha infatti:

J
E.J*

J [

E'J*

] J- Re 2 o dV =- Re 2 O dV =- < E. Jo >dV
v v v

Il bilancio delle potenze attive afferma che la potenza media generata nella regione V
uguaglia la somma della potenza media dissipata nella regione stessa (wdiss) e della
potenza media trasmessa all'esterno (parte reale del flusso di S).

L'espressionedi wdissindicache la densitàmedia dellapotenza dissipata in un mezzo
isotropo è

w. = £0£"IEI2 /1 Il "1H12dlSS ro +ro~2 2
(8.4)

Essa consiste di due termini (densità della dissipazione elettrica e della dissipazione
magnetica). Ad esempio, nel caso particolare dei metalli non magnetici, la densità di
potenza dissipata è quella dovuta all'effetto Joule. Infatti, essendo /1"=O,£0£"= a/ro, si
ha:

l Come in Elettrotecnica si chiama potenza apparente la quantità complessa che ha come parti reale
e immaginaria la potenza attiva e la potenza reattiva.
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W, - 0'IEI2 IJ 12 J2dl55- - = -L- =< --.£..>
2 20' O'

(8.5)

Le quantità uee umche figurano nel bilancio delle potenze reattive sono evidentemente
i valori medi degli integrali

Quindi nel vuoto o in un dielettrico non dispersivo (dove e' = Er, J..l'= J..lr)ue e um
rappresentano le energie medie elettriche e magnetiche immagazzinate nella regione V
(vedi Equazione 4.9). Inoltre, sempre nel vuoto e nei dielettrici non dispersivi, le quan-
tità

u - eoe'IEI2e-- 4
(8.6)

rappresentano le densità medie di energia elettrica e magnetica rispettivamente. Questa
interpretazione non vale se il mezzo è dispersivo. In questo caso le quantità suddette
vengono più precisamente dette pseudo-energie.

. Si può mostrare' che la densità media dell'energia immagazzinata in un mezzo dispersivo non
è De + Dmbensì:

(8.7)

È evidente che questa espressione si riduce a Ue + Umnel caso dei dielettrici non dispersi vi..

I bilanci delle potenze attive e reattive valgono anche nel caso dei mezzi anisotropi e
possonoessere dimostrate in maniera del tutto analoga partendo dalle (5.13). Si hanno però
differenti espressioni delle pseudo-energie e della potenza dissipata. Precisamente la
densità della potenza media dissipata in un mezzo anisotropo è:

Wd' = O) 1m(E. e * .E * + H . J..l* .H *)
1552 - - (8.8)

e le densità delle pseudo-energie sono:

U =lRe ( E. e *.E *)
e 4 - (8.9)

l L. Landau, E. Lifchitz, Physique Theorique, Tome VIII,Electrodinamique des milieux continus, Ed.
MIR, Moscou 1969, § 61.
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Si noti che

1m E.c*.E* = E.c*.E*- E* .c.E
2j

dove ~Tindica il trasposto di~. Introducendo quasta espressione nella (8.8) e utilizzando
una relazione analoga per il termine in H, la densità della potenza dissipata in un mezzo
anisotropo può essere scritta come segue:

(8.10)

1.9 Mezzi passivi, dissipativi, senza perdite

Si dicono "passivi" i mezzi in cui la potenza dissipata è positiva o nulla, qualunque sia il
campo. Se la potenza dissipata è negativa il mezzo genera energia e, per questo, viene detto
"attivo".1 In questo corso si suppone sempre che il mezzo sia passivo.

La condizione di passività è:

Wdiss ~ O "v'E,H

Quando vale l'ineguaglianza il mezzo viene detto "dissipativo"; quando invece la potenza
dissipata è nulla il mezzo viene detto "senza perdite". La condizione di passività o di
assenza di perdite implica alcune interessanti proprietà delle permeabilità elettrica e
magnetica.

Dalla (8.4) risulta che in un mezzo isotropo passivo deve aversi

c" ~ O Il'' ~ O

In un mezzo senza perdite, dove l'energia dissipata è nulla, c" e Il'' devono essere nulli;
pertanto le permeabilità dei mezzi isotropi senza perdite sono reali.

Nella (8.10) appaiono due forme quadratiche collegate ai tensori ~*- ~T e JJ,*-UT. Nei
mezzi dissipativi le suddette forme quadratiche sono sempre positive, tranne che nel caso
in cui il campo è nullo; quindi le matrici delle componenti dei tensori sudd~tti devono
essere definite positive.

l Alcuni mezzi, come quelli contenuti nei laser, hanno un comportamento attivo. Essi vengono
"caricati" di energia mediante un'opportuna sorgente "di pompa" e sono in grado di cedere energia
ad un'onda elettromagnetica di frequenza opportuna che li attraversa.
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Nei mezzi senza perdite la potenza dissipata è sempre nulla, cosa che può avvenire solo
se i due tensori sono nulli; pertanto deve risultare:

(9.1)

Dunque i tensori di permeabilità dei mezzi anisotropi senza perdite sono hermitiani
(simmetrici, se la parte immaginaria è nulla).

Considerazioni molto generali portano a concludere che, in un mezzo anisotropo senza
perdite la parte immaginaria di ~ (!!:)differisce da zero solo se il mezzo è giroelettrico
(giromagnetico) .1
Pertanto se l'anisotropia non è dovuta all'effetto di un campo magnetostatico, ma deriva
dalla struttura del mezzo (come nei monocristalli anisotropi), i tensori di permeabilità
elettrica e magnetica sono simmetrici. Invece - ad esempio - in un mezzo giroelettrico
senza perdite, come il magnetoplasma senza collisioni, il tensore di permeabilità elettrica
è hermitiano (vedi Equazione 6.9a).

1.10 Polarizzazione dei campi monocromatici

Una caratteristica importante dei campi monocromatici è la loro "polarizzazione" (da non
confondere con la polarizzazione dei materiali, che è tutt'altra cosa). Si consideri un
vettore sinusoidale qualsiasi, ad esempio il campo elettrico

Si può sempre scrivere:

Y Y'
E

x x
E.

I

Figura 10.1

I L. Landau, E. Lifchitz, Physique Theorique, voI. VIII (Electrodinamique des milieux continus, § 76
e § 82) e VoI. V (Physique statistique, § 127), Ed. MIR, Moscou.
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dove Er ed Ej sono i vettori (reali) che hanno come componenti le parti reali e immaginarie
di E rispettivamente. Pertanto:

(10.1)

Questa espressione mostra che, in generale, un vettore sinusoidale può essere rappresen-
tato dalla somma di due vettori che oscillano in quadratura secondo direzioni fisse (quelle
di Er e di EJ Il vettore E giace sul piano che contiene Er e Ej e il suo estremo descrive
una traiettoria ellittica (Figura 10.1), nel verso che va da Ej ad Er.

. Infatti indicando con Erx,Ery,Eix,Ejyle componenti di Er e Ej rispetto agli assi X,Y indicati in
Figura 10.1, le coordinate dell'estremo di E sono date da:

x = Erxcos rot - Ejx sen rot Y =ErycOS rot - Ejy sen rot

da cui

Come si verifica facilmente questa è l'equazione di un ellisse sul piano X,Y. .
Un vettore sinusoidale il cui estremo descrive un' ellisse si dice polarizzato ellitticamente.

In casi particolari l'ellisse si riduce ad un cerchio (polarizzazione circolare) o a un
segmento (polarizzazione lineare). La polarizzazione circolare si ha quando i vettori Er
e Ej sono perpendicolari fra loro e hanno uguale modulo; la polarizzazione lineare quando
Er e Ej hanno la stessa direzione, ovvero quando uno di essi è nullo.

La (10.1) rappresenta un modo di scomporre un vettore sinusoidale in due vettori
polarizzati linearmente, oscillanti in quadratura. Esistono però infinite altre possibilità per
effettuare tale scomposizione. Infatti, introducendo un angolo oqualsiasi. si ha:

..

(10.2)

, . Y
E'Y t=-o/oo

)
/

x

a b c

Figura 10.2
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dove E) ed E2 sono due nuovi vettori reali dati da

(10.3)

Pertanto, in luogo della (10.1) si può scrivere:

E =Re [( E) + jE2) e.iòeirot ] =E) cos (ffit+ o) - E2 sen (ffit+ o) (10.4)

Le direzioni di EJ e di E2 differiscono da quelle di Er ed Ei e dipendono dalla scelta di o.
Con una scelta opportuna è possibile fare in modo che E) ed E2 risultino ortogonali fra loro.
Ilvalore di oper il quale questo avviene è definito imponendo la condizione di ortogonalità
E) . E2 =Oalle espressioni (10.3). Si ottiene:

0= .!.arct 2Er .Ei
2 g lE 12-1E-12r l

(10.5)

Se i vettori E) ed E2 sono determinati introducendo nelle (10.3) questo valore di o(vedi
Figura 1O.2a), la (10.4) rappresenta la scomposizione di un campo monocromatico
generico in due campi polarizzati linearmente in direzioni ortogonali, oscillanti in
quadratura (Figura 1O.2b).È evidente che i vettori E) ed E2 rappresentano i semiassi
dell' ellisse di polarizzazione (Figura 10.2e). Nel caso della polarizzazione lineare uno dei
due vettori è nullo.

Le precedenti considerazioni mettono in evidenza che il modulo di un fasare vettoria1e
rappresenta la lunghezza della corda dell'ellisse di polarizzazione, presa fra gli estremi
dell'asse maggiore e dell'asse minore (Figura 10.3). Infatti, introducendo i vettori E) ed
E2, risulta:

IEI= ~(E) + jE2)ejÒ. (E) - jE2)e-jÒ =

~E).E) +E2 .E2 =~lEl+IEi

Evidentemente, nel caso della polarizzazione
lineare, il modulo rappresenta l'ampiezza
delle oscillazioni del campo.

Figura 10.3

Nello studio delle onde è spesso utile evidenziare l'ampiezza e la polarizzazione del
campo. A parità di polarizzazione l'ampiezza è caratterizzata dal modulo del campo. La
polarizzazione è invece descritta mediante

E .
p=-eJX

lEI
(x=fase arbitraria)

che è un fasore di modulo unitario (versore complesso), corrispondente a un campo
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sinusoidale che descrive una ellisse di corda unitaria, simile a quella descritta da E.
Pertantovolendo evidenziarel'ampiezza e la polarizzazionedi E si scrive:

E =p lEIe-jx

Il versore p prende il nome di "vettore di polarizzazione" di E. Si nota che esso è definito
a meno della fase X. Nei problemi specifici il valore di X viene fissato secondo
convenienza.

. EsEMPI

. Il fasoreE= 3ux +4uy [V/m] (perii qualeE,= 3ux +4uy, Ej =0) rappresenta un campo elettrico
polarizzatolinearmente,che oscillacome cosrot.Il campoè paralleloal piano x, y e formacon
l'asse x l'angolo ç=arctg 4/3 =53.1°. Esso raggiunge il valore massimodi 5 V/m. Il modulo

-!P-di E coincide con il valore massimo, come avviene sempre nel caso dei campi polarizzati
linearmente.Il vettoredi polarizzazionepuò essere definitocome il versorereale p = 0.6ux+
0.8uy . Con questa definizione si ha E =piE!.. Il fasore E =(3ux + 4uy)e-j2z[V/m] rappresenta un campo analogo al precedente, che oscilla
come cos(oot- 2z).11vettoredi polarizzazionepuòesseredefinitocomenell'esempiopreceden-
te. Con questa definizione si ha: E =P lEI e-j2z. Il fasore J =2 (ux - jUy) [Alm2] (per il quale J, = 2ux' Jj = - 2uy) rappresenta una densità di
corrente polarizzata circolarmente, su un piano parallelo al piano x,y e motante nel verso
antiorario rispetto all'asse z. La densità di corrente istantanea è un vettore rotante di intensità
costante,paria2Alm2,cheruotaconlavelocitàangolare00.Si haIJI=2"';2Alm2, e si può definire
p =(ux - jUy)/"';2.Con questa definizione si ha J =2..J2p .. Il fasore J =2 (ux + jUy) [Alm2] rappresenta un campo analogo al precedente, che però ruota in
verso orario.

.. Il fasore H = (1 +j) Ux+ Uz[Alm] (per il quale Hr = Ux+ Uz, Hi = ux)rappresenta un campo
magneticopolarizzatoellitticamente sudi un piano parallelo al piano x, z. Si trova: 8=31.7°,
H. = 1.38Ux+ 0.851UZ,H2= 0.325ux- 0.526uz. Gli assi dell' ellisse di polarizzazione sono
H] =1.621 Alm, H2 =0.618 Alme l'asse maggiore forma l'angolo di 31.8° con l'asse z. Si
ha: IHI= "';3Alm.

Definendo il vettore di polarizzazione come p =[(I + j) Ux+ uz]/"';3, il campo viene rappresentato
da H =P IH!.Se invece nella definizione di p si assume X =-8 si ha:
p =H e-jfJIIHI= (H. + j H2)dfJe-jfJIIHI=H. 1"';3+ j H2/...J3e risulta H =PIHIdfJ. .

1.11 Funzioni d'onda in regime sinusoidale

Nei prossimi capitoli verranno studiate diverse soluzioni delle equazioni dei campi
monocromatici.In generalesi troverannovettori che hanno componentidel tipo

(ll.la)

ovvero, esplicitando la dipendenza dal tempo:

'P ='Po cos (rot + <p) (ll.lb)



Leggi e concetti fondamentali 53

L'ampiezza e la fase sono funzioni della posizione ('1'0= 'P o(r) , <l'= <l'(r)).Se si escludono
casi eccezionali, nelle regioni in cui i campi sono continui queste funzioni sono continue
e le (11.1) rappresentano onde che si propagano. I Per questa ragione esse vengono dette
"funzioni d'onda". In questo paragrafo le funzioni d'onda vengono esaminate senza far
riferimento al loro significato fisico, al solo scopo di introdurre le grandezze che
caratterizzano il moto delle onde monocromatiche in generale.

I luoghi dei punti r che soddisfano equazioni del tipo

<l'(r)=costo

si chiamano "superfici equifase". Su di una superficie equifase le oscillazioni di 'P
avvengono in fase. Le superfici SI' S2' ecc. indicate in Figura Il.1 rappresentano esempi
di superfici equifase, numerate nel verso della fase decrescente.

La quantità oot+ <l'(l'argomento del coseno nella (11.1b» prende il nome di "fase
istantanea". Si dice "superficie a fase istantanea costante" o "fronte d'onda" il luogo dei
punti r che soddisfano l'equazione

oot+ <l'(r) =<l'o (11.2)

dove <l'oè una costante reale arbitraria. All'istante t la superficie (11.2) coincide con la
superficie equifase

<l'(r) = <l'o - oot

d
o ~

verso l propagazIOne

Figura Il o 1

1 Un'eccezione è costituita dalle onde stazionarie di cui ci si occuperà nel successivo capitolo. Nelle
onde stazionarie la fase è costante a tratti e subisce un salto di 1tin corrispondenza delle superfici
nodalio
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mentre in un istante successivo essa coincide con una superficie cui compete un valore
minore della fase. Dunque i fronti d'onda si muovono nel verso delle fasi decrescenti
(come la superficie ombreggiata di Figura Il.1, che si muove nel verso della freccia). Il
moto dei fronti d'onda costituisce ciò che si intende per "propagazione" di un'onda
monocromatica.

Ad esempio, le "creste" dell'onda sono costituite dai fronti d'onda per cui oot+ <p= n2n
(n =0, :tI, :t2, ..); infatti negli istanti in cui un punto è attraversato da una di queste superfici
si ha:

'l' ='l'o cos n2n = 'l'o = valore di picco di 'l'.

Analogamente 'l' è nulla nei punti attraversati dalle superfici per cui la fase istantanea è
un multiplo dispari di n/2.

Nei casi particolari in cui le superfici equifase e i fronti d'onda sono piani, sfere, cilindri
ecc. l'onda viene detta piana, sferica, cilindrica, e così via.

Il vettore

B=-V<p [rad/m] (I 1.3)

prende il nome di "vettore d'onda". Esso è perpendicolare alle superfici equifase ed è
orientato nel verso di propagazione.

Si supponga che un ipotetico osservatore posto in un generico punto r voglia inseguire
un fronte d'onda muovendosi nella direzione di un certo versore a (Figura 11.2). La
velocità va con cui l'osservatore dovrebbe muoversi si chiama "velocità di fase" nella
direzione a. Se all'istante t l'osservatore si trova nel punto r, all'istante t + dt egli deve
trovarsi nel punto r' , spostato rispetto al punto precedente di aVadt.Nella nuova posizione
il valore della funzione <pdifferisce da quello che si ha nel punto di partenza della quantità

D'altro canto, poiché l'osservatore "vede" sempre lo stesso valore di fase istantanea, si
ha pure d(<p+ oot)=O, ovvero:

d<p=- 00 dt

a~~B

fronted'ondaaH'istantet + d~ . j, r'-
" l} v dt

fronte d'onda aH'istante t

r

Figura 11.2
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Uguagliando le due espressioni di d<j)si ottiene:

(J) v
v - -

a - a. B - cos e

dove

(J)v=-
~

[m/s] (11.4)

e e è l'angolo compreso fra a e il vettore d'onda. La velocità di fase è minima nella
direzionedel vettore d'onda, e assume il valore v, detto semplicemente "velocità di fase",
senzaulteriorispecificazioni.Si notache va tendeall'infinito nelledirezionitangentialla
superficie equifase.

Le onde monocromatiche sono comunemente rappresentate mediante funzioni d'onda
complessedel tipo (11.1a). Per questa ragione è opportuno imparare a riconoscere le onde
di tipopiù comune in base al solo esame delle funzioni d'onda complesse. A questo scopo
sono utili i seguenti esempi. .

ESEMPIO l:

'P =A e-jkz (A costante complessa, k costante reale positiva) (11.5)

Indicato con <j)al'argomento di A, si ha <j)=<j)a- kz e quindi le superfici equifase sono i
piani perpendicolari all'asse z. Il vettore d'onda è

B =- V (<j)a- kz) =V (kz) =k Uz

Pertanto la (11.5) rappresenta un'onda piana che si propaga nella direzione positiva
dell'asse z. Si ha

~=k v = co/k (11.6)

Poiché~è costante la velocità di fase non dipende dalla posizione; inoltre avviene che due
piani equifase cui competono valori di fase che differiscono di 2n sono separati da una

z
-lA I

Figura Il.3
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distanza fissa À. Tale distanza è la ben nota "lunghezza d'onda" ed è determinata dalla
condizione ~À =2n. Si ottiene:

(11.7)

A causa della (11.4) vale la relazione notevole

v
À=-=vT

f
(11.8)

dove f e T sono rispettivamente la frequenza e il periodo. Si noti che la lunghezza d'onda
rappresenta la distanza percorsa dai fronti d'onda in un periodo. La funzione d'onda
istantanea corrispondente alla (11.5) è

In un istante fissato tale funzione è periodica rispetto a z, con periodo À. La FiguraI 1.3
rappresenta l'andamento spazi aIe di '" in due istanti successivi.
L'ampiezza delle oscillazioni è identica in tutti i punti di uno stesso piano equifase (in
questo esempio essa è addirittura uguale ovunque). Per questa ragione si dice che la (11.5)
rappresenta un'onda piana "uniforme".

ESEMPIO2:

'" =A eikz (A costante complessa, k costante reale positiva) (11.9)

Questa funzione differisce dalla precedente solo per il segno dell'esponente. Si verifica
immediatamente che a tale cambiamento corrisponde solo l'inversione del verso di
propagazione, che è quello negativo dell'asse z.

ESEMPIO 3:

'" =A e-YZ (11.1O)

dove A e y sono costanti complesse (Rey > O, 1my> O). Ponendo

a.=Re y

la (11.10) può essere scritta nel modo seguente:

'" =IAI e-a z e j<p dove <p = <Pa - (1my) z

Si ha nuovamente un'onda piana, perché le superfici equifase sono piani perpendicolari
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all'asse z. L'onda è uniforme perché su ciascun piano l'ampiezza delle oscillazioni è
costante. Si ha inoltre

B = (1m 'Y) Uz

e quindi l'onda si propaga nel verso positivo dell' asse z, con costante di fase e velocità di
fase date da

p=lm'Y v = ro/(Im 'Y)

Anche in questo caso si può definire la lunghezza d'onda, che soddisfa sempre le relazioni
(11.7) e (11.8). La funzione d'onda istantanea è:

'V = Re [\}I ejro t ]=IA Ie -a z cos 21t ( ~ - ~ + ~~ )

Adessa corrispondono gli andamenti indicati in Figura Il.4. L'ampiezza delle oscillazio-
ni si attenua con legge esponenziale nel verso della propagazione, tanto più rapidamente
quanto maggiore è a. La costante a prende il nome di "costante di attenuazione". Il
rapporto fra i quadrati dell' ampiezza delle oscillazioni in due punti di coordinate z e z +
d viene detto "attenuazione sulla distanza d". Essa è data da:

1'V(z)12 - e-2az
1'V(z + dW - e-2a(z+d)

Le attenuazioni vengono comunemente espresse in decibel (db). Si ha:

. 1'V(z)12 2ad
attoIn db= lO log 2 = lO log e = 8.68 ad = adbd

1'V(z+d)1

(11.11)

L'attenuazione in db è proporzionale alla distanza. Il coefficiente adb è la costante di
attenuazione espressa in db/m.

lA I é at

~z

-lA le- at

Figura Il.4
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58 Capitolo I

ESEMPIO 4:

\jI =A e- Yu . r (11.12)

dove A e ysono costanti complesse (Rey :2:O, 1my> O)e Dè un versore costante qualsiasi.
Introducendo la coordinata s =D. r presa a partire dall'origine nella direzione di D (vedi
Figura 11.5), la funzione d'onda può essere scritta nella forma:

\jI =A e-YS (11.13)

Questa espressione è del tutto analoga alla (11.10). Quindi la (11.12) rappresenta un' onda
che si propaga nella direzione e nel verso di D, con velocità di fase, lunghezza d'onda e
costante di attenuazione identiche a quelle viste nell' esempio precedente. La (11.12) è
l'espressione più generale di un'onda piana uniforme. Nel caso particolare in cui yè una
costante immaginaria l'onda si propaga senza attenuazione.

ESEMPIO 5:

\jI =A(e )
e-jkr

,<1>-r (11.14)

dove: r, e, <1>indicano le coordinate sferiche; k =costante reale positiva; A =funzione
complessa avente modulo dipendente dalla direzione e argomento costante. Le superfici
equifase sono i luoghi kr = cost.; quindi esse sono le superfici sferiche con centro
nell'origine (onda sferica). Si ha inoltre:

B=-V(-kr)=kDr ~=k v=ro/k

;/

~
/"

/"
/"

/"
/"

/" verso di propagazione
(asse s)

o Fronti d'onda

Figura Il.5



Leggi e concetti fondamentali S9

dove ur rappresenta il versare radiale. La propagazione avviene nel verso centrifugo.
Siccome~è costante, anche in questo caso si può definire la lunghezza d'onda, data dalla
solita espressione. L'onda non è uniforme perché l'ampiezza delle oscillazioni - che è
IA(e, <jJ)I/r- varia con la direzione. Infine l'onda si attenua secondo una legge di
proporzionalità inversa rispetto alla distanza dall' origine. L'andamento dell' onda in due
direzioni radiali e in due istanti successivi è rappresentato in Figura 11.6.

/ "-
Figura 11.6



2
Onde piane nei mezzi isotropi

Le onde piane uniformi sono le più semplici soluzioni delle equazioni di Maxwell. Per
questa ragione il loro studio permette di evidenziare alcuni aspetti fondamentali della
propagazione delle onde - in particolarel'influenza del mezzo-senzache essi sianomessi
in ombra da difficoltà analitiche. La prima parte del capitolo è dedicata a evidenziare tali
aspetti.

Sebbene, a rigore, le onde piane uniformi non esistono in alcuna situazione reale, alcune
onde che si incontrano in pratica possono essere considerate approssimativamente piane
e uniformi, se osservate in zone sufficientemente ristrette. In particolare questa approssi-
mazione è quasi sempre lecita, ad alta frequenza, in prossimità delle superfici dei
conduttori metallici. Proprio per questo, lo studio delle onde piane nei buoni conduttori
permette di ottenere risultati di portata molto generale (Paragrafo 6).

Soluzioni delle equazioni di Maxwell formalmente simili alle onde piane uniformi sono
le cosiddette onde piane "evanescenti". Queste onde vengono trattate nel Paragrafo 7, sia
per la loro analogia formale con le onde uniformi, sia perché, assieme ad esse, interven-
gononello studio della riflessione e della trasmissione sui piani di discontinuità del mezzo.
Allariflessione e alla trasmissione delle onde è dedicata la seconda parte del capitolo. Nel
corso di questo studio vengono introdotti alcuni conc~tti generali che risulteranno utili
anche in altre parti del corso (Capitolo 5 e Capitolo 9).

2.1 Onde piane uniformi

Siconsideriuna regione priva di sorgenti(Jo=O)in cui il mezzo è isotropo e omogeneo.
Si vuole verificare se, e sotto quali condizioni, le equazioni di Maxwell ammettono
soluzioni particolari in cui E ha la forma

E=p'V (1.1)

dove p indica un vettore di polarizzazione costante e 'V è una funzione d'onda
del tipo

'V = Ae-yu-r (A, y, u costanti, 1my ~ O)
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62 Capitolo 2

Questa funzione è del tipo (11.2) visto nel capitolo precedente e rappresenta un' onda piana
uniformeche si propaganella direzionedel versoreu, con la velocità di fase v =oo/Imy.

Si ha:

v x E = -pA x Ve-yu.r= -pA x (-yu)e-yu.r = -yu x p'J!

Sostituendo nell'equazione V x E = - jOOJ..lH, si ottiene:

H =u x P "'/11 (l.2)

dove

11= jooJ..l
Y

(1.3 )

L'espressione (1.2) è analoga alla (1.1), con la differenza che in luogo del vettore di
polarizzazione p si ha u x p, e al posto di 'J!si ha "'/11.Pertanto, con sviluppi analoghi a
quelli che hanno portato a esprimere V x E, si ottiene:

V x H =- yu x (u x p) "'/11= - u x (u x p) (y2/jOOJ..l)'J!

Sostituendonell'equazione V x H =j oo£. E, si ricava:

oo2£.J..lP =y2 U X (u x p ) (l.4)

Poiché il secondo membro è evidentemente ortogonale a u, si ottiene come primo risultato
che il vettore di polarizzazione deve necessariamente essere trasversale rispetto alla
direzione di propagazione:

u. p=O

Poichéu x (u x p) = (u . p) u - (u . u) p = - p, dalla (l.4) risulta:

Pertanto deve aversi:

y=joo~ =jk

dove si è posto: l

( 1.5)

I Nella definizione di k (Equazione 1.5) si considera la radice di £11che ha la parte reale non-negativa.
Questa scelta deriva dall' ipotesi lmy 2:O.Il simbolo k verrà utilizzato in tutto il testo, con lo stesso
significato.
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Riassumendo, in un mezzo isotropo omogeneo le equazioni di Maxwell ammettono come
soluzioni particolari onde piane uniformi del tipo:

E =p Ae -jk u . r H =u x P (A 111)e - jk u. r (1. 6)

Sostituendo nella (1.3) jk al posto di y, e osservando che k2 =ro2EJ.I.si ottiene:

) 11= ~ I
I V~
"'- -'

La costanteA, la direzione di propagazione u e il vettore di polarizzazione p sono arbitrari,
con la sola limitazione che p deve essere ortogonale a u. Il vettore complesso u x p, che
evidentementeè un versore ortogonale a u e a p, è il vettore di polarizzazione di H. Sia E che
H sono ortogonali a u. Le onde che godono di questa proprietà sono designate con la sigla
TEM(trasversali elettriche e magnetiche); dunque le onde piane uniformi nei mezzi isotropi
sonoesempi di onde TEM. Dalle (1.6) discendono immediatamente le seguenti relazioni:

(impedenza caratteristica del mezzo [Q]) (1.7)

H=uxE/l1 E=l1Hxu (1.8)

Le costanti di attenuazione e di fase delle onde piane uniformi sono:

L'ellisse di polarizzazione di E è simile a quella di p e ugualmente orientata; lo stesso
si può dire per le ellissi di polarizzazione di H e di u x p. Poiché P è costante, la
polarizzazione è uguale dappertutto. Come si è visto nel Paragrafo lO del precedente
capitolo,è sempre possibile porre:

p=(p\ + jp2)ejÒ (1.1 O)

dovep\ eP2sonoduevettorirealicherappresentanoi semiassidell' ellissedipolarizzazione
di p (Figura 1.1a). I semi assi dell'ellisse di polarizzazione di u x p sono evidentemente
u x p\ e u x P2, e quindi quest'ultima ellisse differisce da quella precedente per una
rotazionedi 90°, come indicato in figura. La rotazione che porta p\ su u X p\ e P2 su
uXP2avviene nel verso di un cavatappi che si avvita avanzando nel verso di propagazione.
DunqueE e H hanno lo stesso tipo di polarizzazione, con l'unica differenza che l'ellisse
dipolarizzazione di H è ruotata di 90° rispetto a quella di E. È appena il caso di precisare
che nel caso p\ = P2 l'onda è polarizzata circolarmente, mentre essa è polarizzata
linearmentequando p\ o P2 è nullo. Nell'onda polarizzata linearmente il campo elettrico
e il campo magnetico oscillano in direzioni ortogonali.

a = -Imk = ro,/I£J.I.I-Re(EJ.I.)
2

= Rek = ro,/IEJ.l.I+Re(EJ.I.)

(1.9a)

2
(l.9b)

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight



64 Capitolo 2

Pl

a b

Figura l. l

Il verso in cui gli estremi dei campi istantanei percorrono le rispettive ellissi di
polarizzazione è uguale per E e per H ed è quello che va da P2 a p,. L'onda viene detta
"destrogìra" se un osservatore che guarda nel verso di propagazione vede ruotare i campi
istantanei nel verso antiorario, "levogìra" in caso contrario. Ad esempio la polarizzazione
indicata nella Figura I.lb è destrogìra, se l'onda si propaga nel verso entrante nel foglio.

Rappresentando p mediante la (1.10), operando la sostituzione

'k 'R .2nJ =a+jl-'=a+j- À
(À= 2n/~= lunghezza d'onda)

ponendo

A=IAI eiCPa x=8 + <Pa

e introducendo l'ascissa s =u . r (vedi Figura 11.5,Capitolo 1),dalle (1.6) si deducono
immediat~mentele seguentiespressioni dei campi istantanei:

-as

(

2ns 2ns

)E=IAle P,cos(oot-T+X)- P2sen(oot-T+ X)

IAle-as
(

2ns 2ns
)H= u xp, cos(oot--+X - <p)- u xP2 sen(oot--+X -<p)

1111 À À

LaFigura 1.2 rappresenta l'andamento del campo elettrico e del campo magnetico in un
istante fissato e lungo una retta qualsiasi parallela a u, nel caso di polarizzazione lineare
(P2=O)e di attenuazione non nulla.

Dalle (1.8) si deduce infine che in un'onda piana uniforme il vettore di Poynting può
essere espresso come segue:

l
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PIIAI E

H

s

u X P I IA I /11

Figura 1.2

(1.11)

Esso è allineato alla direzione di propagazione. La potenza che attraversa nel verso di
propagazione una superficie unitaria perpendicolare a u è

{

Re
(
~

)
~

W =Re S . u = 11* 2

Re (11) IHI2
2

(1.12)

Risultasempre W ~ O,perché la parte reale dell'impedenza caratteristica non può essere
negativa.l Dunque, nei mezzi isotropi le onde piane uniformi trasportano energia nella
direzionee nel verso di propagazione.

In base alla prima delle (1.6) si ha:

I In un mezzo passivo gli argomenti di ~ e di £ sono compresi fra Oe -1t, così che l'argomento di
11="1Jl£ è compreso fra -1t12 e 1t/2. Dunque la parte reale dell' impedenza caratteristica di un mezzo
passivo è positiva o nulla.
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66 Capitolo 2

(si ricorda che il vettore di polarizzazione ha modulo unitario). Pertanto dalla prima delle
(1.12) si deduce:

W(s) =W(O)e-2as

Dunque, se l'attenuazione non è nulla, la potenza decresce con legge esponenziale.
L'attenuazione sulla distanza d è data da

W(s) =e2ad
W(s + d)

La stessa attenuazione, espressa in decibel, è:

W(s)
lO log = 8.68a d = adbdW(s+d)

[db]

2.2 Propagazione nel vuoto

Nel caso del vuoto si ha IE~I=Re (E~) =Eo~O'Pertanto:

a=O v=c

La velocità di fase delle onde piane uniformi nel vuoto è uguale alla velocità della luce.
La lunghezza d'onda e l'impedenza caratteristica del vuoto vengono indicate con Aoe 110'
Si ha:

Ao=c/f

La lunghezza d'onda Aoviene spesso utilizzata, in luogo della frequenza, per caratte-
rizzare la collocazione dei campi monocromatici nello spettro delle onde elettromagneti-
che (vedi Appendice C). Quest'uso è particolarmente diffuso in Ottica, perché nella
regione dell'infrarosso e del visibile la lunghezza d'onda può essere misurata molto più
facilmente della frequenza.

2.3 Propagazione nei dielettrici a bassa perdita

Vengono detti "a bassa perdita" i dielettrici in cui

8e =arctg (Eli/E')« 1 8m =arctg (~"/~') « 1
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Onde piane nei mezzi isotropi 67

Gliangoli eee em(argomenti di e e ~) vengono detti "angolo di perdita elettrico" e "angolo
di perdita magnetico". Molto spesso i dielettrici a bassa perdita sono diamagnetici o
paramagnetici; per questa ragione, allo scopo di semplificare la discussione, in questo
paragrafo si suppone ~ "" ~o' em= O. Siccome la permeabilità elettrica varia con la
frequenza, un dielettrico può essere considerato a bassa perdita in un certa banda di
frequenze, mentre può non essere più tale in regioni diverse dello spettro. Ad esempio,
l'acqua (vedi Figura 6.1, Capitolo 1) può essere considerata a basse perdite a bassa
frequenza e nella regione visibile, ma non nelle regioni delle microonde, delle onde
millimetriche, submillimetriche e dell'infrarosso. Le caratteristiche di alcuni dielettrici a
bassaperdita usati nella regione delle microonde e delle onde millimetri che sono riportate
nella Tabella 3.1. In questi materiali l'angolo di perdita a lO GHz è dell'ordine dei
millesimio decimillesimi di radiante.

Nei dielettrici a bassa perdita l'angolo di perdita (in radianti) è dato da ee ""eli/e'.
Quindi:

Pertanto:

e'
Re(e~) = eo~oe'=2c

1l=0)~0 = O)~.o= c~o = 110(l+jee )"" 110

k ~- J<X R(1- jee/2) R 2 R

Ponendo

(indice di rifrazione)

Tabella 3.1 Permeabilità dielettrica e angolo di perdita di alcuni dielettrici a bassa perdita alla
frequenza di lO GHz.

Dielettrico f,' Se' I()4 [rad]

Allumina (99.5%) 9.6 + 10.4 0.5+3

Quarzo fuso (99.9%) 3.75 I
Ossido di berillio 6.6 I
RT-duroidTM5880 2.16 + 2.24 5 + 15
RT-duroidTM6010 10.2 + 10.7 lO + 60

Polietilene puro 2.25 3
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68 Capitolo 2 .

Attenuazione atmosferica al livellodel mare
100

laE
..:.:
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oD
"'O
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§ I
'N
ro
:::!
c:
Q)
+-'

~ 0,1

0,01
10 40 100

Frequenza in GHz
400

Figura 3.1

si ottengono le seguenti formule:

c
v=-

n
À= Ào

n
(3.1)

In generale l'indice di rifrazione e la velocità di fase variano con la frequenza
(dispersività). Solo a frequenze sufficientemente basse le variazioni possono essere
trascurate. Ad esempio l'indice di rifrazione e la velocità di fase sono praticamente costanti
fino a frequenze dell' ordine della decina di gigahertz nei dielettrici elencati nella Tabella
3.1, fino a circa 4 GHz nell'acqua.

La costante di attenuazione risulta in genere molto piccola, e può essere trascurata se si
considerano percorsi propagativi sufficientemente brevi. ITrascurare l'attenuazione equi-
vale a considerare il dielettrico come un mezzo ideale senza perdite.

I gas non ionizzati sono sempre mezzi a bassa perdita e danno luogo ad attenuazioni
sensibili solo su distanze pari a moltissime lunghezze d'onda. Ad esempio la Figura 3.1,
riporta i valori sperimentali dell' attenuazione atmosferica al livello del mare nella regione
delle microonde e delle onde millimetriche. I picchi di attenuazione (o picchi d'assorbi-
mento) sono determinati dalle risonanze delle molecole di ossigeno e di vapore d'acqua.

1 Se si assume di poter ignorare attenuazioni dell'ordine di 0.1 db, la costante di attenuazione può essere
trascurata quando si considerano percorsi propagati vi minori di

0.004
d=O.I/adb = 0.1/(8.68 a) ",-A.

Se
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Onde piane nei mezzi isotropi 69

. Anchesuipicchid'assorbimentol'angolo di perditadell'aria rimanem ~sso. Adesempio
incorrispondenzadel picco a 183GHz si ha adb'" 25 db/km = 0.025 db/t~~~~ = 0.025/8.68=
0.0028 m-l; siccome À.'" À.o= 1.6 mm si deduce 8e '" aA.!n = 104. I0.6rad, che è un valore molto più
basso di quelli dei dielettrici solidi elencati in Tabella 3.1. Si osservi che nonostante il bassissimo
valoredi 8e,alla frequenza considerata l'attenuazione sulla distanza di Ikm (25db, equivalente a una
diminuzionedella potenza trasmessa di un fattore 316) è tutt'altro che trascurabile. L'attenuazione
è molto minore in corrispondenza delle "finestre" a 33, a 90 e a 220 GHz (0.11, 0.5 e 1.5 db/km
rispettivamente). A frequenze inferiori a IOGHz l'attenuazione è tanto bassa da poter essere ignorata
anchesudistanzedell'ordinedidiversedecinedichilometri. .

2.4 Propagazione nel plasma isotropo
£>-~~ k~...""",

Nel plasma is6tropo, freddo e senza collisioni la permeabilità elettrica è data dalla (6.6)
del capitolo precedente; inoltre si ha ~ :::: ~o. Pertanto:

~='o~O[I-(::n= :,[1-(:: n

I~I=-Re['~]=c; [(:: )'-1]

IE~I=O

Pertantodalle (1.9) si ottiene:

/3=0 (4.1a)

a=O /3=0

a=O (4.1h)

Al disotto della frequenza di plasma risulta 'Y=ex; quindi in questo campo di frequenze
siha:

E = P A e-a u . r H =u x p (A/r» e-a u . r (4.2)
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Re 11=O w=O (4.3)

Sotto la frequenza di plasma non si ha trasporto di energia. È interessante osservare che
nelle (4.2) la fase non dipende dalle coordinate; dunque a frequenze minori della frequenza
di plasma non si ha propagazione e l'intensità di E e H decresce con legge esponenziale
lungo la direzione u (campo "evanescente").

Invece la propagazione e il trasporto di energia sono possibili quando la frequenza
supera quella di plasma. Infatti in questo caso risulta y= j~ e si ha:

E = p Ae-jJ3u . r H =u x p (NTI) e-jJ3u. r (4.4)

I
I

I
I
I

(4.5)

Dalle (4.lb) si deduce l'espressione della pulsazione alla quale è possibile avere
un' onda con un valore assegnato della costante di fase. Si trova:

(4.6)

Il grafico che rappresenta (J)in funzione di ~("diagramma di dispersione") ha l'andamento
indicato nella FiguraA.I. Si noti che per (J)~ 00 la curva tende asintoticamente alla retta
(J)=c~, che rappresenta il diagramma di dispersione per le onde piane uniformi nel vuotO;-
ciò significa che ad alta frequenza (più precisamente per (J)» (J)p)il plasma tende a
comportarsi come il vuoto.

(O

//~

/

/

/

ffi=C~

o

Figura 4. I
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La velocità di fase e la lunghezza d'onda sono date da:

c

v=~

Come per i dielettrici, anche nel caso del plasma si usa scrivere

v =c/n ')...=ì..dn

dove l'indice di rifrazione è dato da (vedi Equazione 6.5 e 6.6, Capitolo 1):

(4.7)

Nell'ultima espressione f è la frequenza in hertz ed No è la densità di elettroni liberi in
m-3.L'indice di rifrazione è minore di l, al contrario di quanto avviene nei dielettrici.
Pertantola velocità di fase supera c.1

Un plasma di particolare interesse per le telecomunicazioni è la ionosfera, che può
essereconsiderata isotropa se si trascura l'effetto del campo magnetico terrestre. I valori
massitnidi Noche si incontrano nella ionosfera sono dell'ordine di 1012m-3; con questi
valori la trasmissione delle onde fra la superficie terrestre e lo spazio è possibile solo al
disopra di una decina di megahertz. Questo fenomeno ha notevole importanza per le
comunicazioniradio perché, quando la trasmissione di energia è impedita, le onde irradiate
versola ionosfera vengono riflesse a terra. Utilizzando frequenze sufficientemente basse
lariflessione ionosferica permette di effettuare collegamenti radio al di là dell' orizzonte.
Alcontrario, utilizzando le microonde, l'effetto della ionosfera è ridotto a livelli insigni-
ficantie risulta possibile effettuare collegamenti con lo spazio (esempio collegamenti via
satellite).

2.5 Propagazione nei buoni conduttori

Sidice "buon conduttore" un materiale di conducibilità non nulla, che lavora a frequenza
tantobassa da poter assumere:

(j (j

E::: Eotr + jro ::: jro

l Questonon è in contrasto con i principi della teoria della relatività, dato che v non è la velocità con
cuisi spostanomassee energie, ma solo la velocità con cui si propagano ifronti d'onda, che sono entità
puramentegeometriche.
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Nei metalli ad alta conducibilità quest'approssimazione è valida in tutto il campo di
frequenze in cui la conduzione è descrivibile mediante la legge di Ohm. L' approssimazio-
ne può essere valida anche in materiali di conducibilità molto minore se la frequenza è
sufficientemente bassa, più precisamente se:

(5.l)

Ad esempio un terreno umido in cui ()::: 0.1 S/m ed cr:::4 si comporta da buon conduttore
fino a qualche decina di megahertz.

Supponendo f..l:::f..lo.risulta Re(£f..l)::: O.Si trova

k:::l-j
Ò

dove:

l

a:::~:::8
(J) f..lo ::: R (l + j)

ll:::T s

l

Rs ::: () Ò

[m]

[11]

1 O
2 3

10 10

frequenza (MHz)

4
1 O

Figura 5.1

(5.2)

(5.3)

(5.4)

/' Al

'-- Cu
Ag

/' AI

'-- Cu
Ag

5
1 O

100

,.-"
C
E'-'
'"

a::: 10

o....
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>>
o

,.-"
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::t'-'
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Si ha quindi:

E =pA e-s/I> e-js/I> (5.5)

La potenza trasportata dall'onda decresce come e-2s/l>.
Il diagramma di Figura 5.1 fornisce i valori di De Rs per l'argento, il rame e l'alluminio

in un vasto campo di frequenze. Si nota che in questi metalli, anche a frequenze modeste
(1 MHz), Dè minore di un decimo di millimetro e a è maggiore di 104m-I (adb > 90 db/
mm). Si tratta di un valore altissimo, che diviene ancora più elevato a frequenze più alte,
dato che D decresce come 1/.../f.Il valore di Rs è molto piccolo nei metalli ad alta
conducibilità (frazioni di ohm, anche a frequenza molto alta).

La velocità di fase e la lunghezza d'onda sono date da

v = ro/~ = ro D A=2nD

I loro valori sono molto al disotto di quelli tipici dei dielettrici; ad esempio, nel rame ad
l MHz si ha v =418 mls, A=0.418 mm.

2.6 Effetto pelle

Attraverso lo studio delle onde piane in un buon conduttore è possibile giungere in modo
semplice a importanti risultati circa la distribuzione della corrente in un corpo metallico,
ad alta frequenza.

Si consideri in primo luogo un buon conduttore che occupa l'intero semispazio z> O
(Figura 6.1a), e si supponga che opportune sorgenti poste nell'altro semispazio generino
dentro il conduttore un campo indipendente dalle coordinate x, y. Si supponga inoltre di
conoscere il campo magnetico tangenziale alla superficie (HT).

Un campo che dipende solo da z può - in generale - essere rappresentato dalla
sovrapposizione di due onde piane uniformi, che si propagano in versi opposti nella
direzione dell' asse z.l L'ampiezza e la polarizzazione delle due onde deve essere precisata
in base alle condizioni fisiche del problema. Nel caso in esame l'onda che si propaga nel
verso negativo deve essere esclusa, perché la sua presenza contrasta con l'ipotesi
sull'ubicazione delle sorgenti: infatti, se essa esistesse, per valori sufficientemente grandi
di z il campo sarebbe sostanzialmente costituito da questa sola onda, e si avrebbe trasporto
dienergia nel verso negati vo dell' asse z. Dunque il campo è costituito da una sola onda che
si propaga nel verso positivo di z:

E =pAe-z/1> e-jz/I>

I Graziealla linearità delle equazioni di Maxwell, la somma di due soluzioni particolari è ancora una
soluzione.

l
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Il prodotto pA viene determinato osservando che in z =°+ il campo magnetico deve essere
uguale al campo tangenziale assegnato sulla superficie. Pertanto:

A =HT
uz XP R (l + j)s

Poiché P è ortogonale a Uzsi ha: (uz x p) x Uz=p. Quindi, dalla precedenteespressione
si deduce:

Dunque il campo dentro il conduttore è rappresentato da:

(6.1)

Procedendo dalla superficie verso l'interno del conduttore il campo decresce
esponenzialmente e la sua intensità scende al disotto dell' l % del valore iniziale a
profondità maggiori di 58.

La densità della corrente indotta nel conduttore dall' onda elettromagnetica è:

J=crE= 1+ jH T xu e-z/3 e-jz/3
8 z

(6.2)

Dunque la densità di corrente è diretta parallelamente alla superficie e ha valori sensibili
solo in uno strato superficiale di spessore dell'ordine di 8 (Figura 6.1b, c). Tale strato è
tanto più sottile quanto più alta è la frequenza (nella Figura 6.1c la frequenza è circa il
quadruplo di quella della Figura 6.1b). A parità di HT e al crescere della frequenza, la
densità della corrente cresce a ridosso della superficie e diviene sempre più debole nel
volume del conduttore. Quindi la corrente si addensa in una pellicola superficiale, tanto
più sottile quanto maggiore è la frequenza (effetto "pelle"). La lunghezza 8prende il nome
di "spessore della pelle".
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Nei metalli ad alta conducibilità, anche a frequenze dell'ordine della decina di
megahertz, lo spessore della pelle è talmente piccolo da permettere di assimilare il campo
di corrente a una lamina concentrata sulla superficie del conduttore. Questo tipo di
modellizzazione è tanto più aderente alla realtà quanto più elevata è la frequenza e/o la
conducibilità. La densità Js della corrente sulla lamina viene determinata imponendo che
l'intensità della corrente che attraversa un segmento AB di lunghezza L posto sulla lamina
(cioè m . JsL, vedi Figura 6.2) sia uguale alla corrente che in realtà fluisce attraverso il
rettangolo ABCD. Nel calcolo i punti C e D vengono considerati all'infinito perché -
teoricamente - J si annulla solo all'infinito. Si ha:

00 00

m. Js L =Lf m. J dz =Lm. HTx Uzl; j f e-z/Iì'e-jz/Iì dz =m. HT x uzL
o o

e quindi, grazie all'arbitrarietà di AB, si deduce:

Js =HT X Uz (6.3)

I precedenti risultati permettono la seguente generalizzazione. Si consideri un corpo
metallico qualsiasi (Figura 6.3) in cui esiste un campo a frequenza tanto alta da poter
assumere che lo spessore della pelle sia molto minore di tutte le dimensioni caratteristiche
del corpo e delle minime distanze per le quali si hanno apprezzabili variazioni di HT sulla
superficie. Se sono verificate queste ipotesi, intorno a un generico punto P preso sulla
superficie del conduttore è possibile considerare un elemento di superficie LlSdi dimen-
sioni molto maggiori di O, ma - ciò nonostante - tanto (Jiccolo da poter supporre che
l'elemento sia piano e che su di esso HT sia costante. E spontaneo assumere che, in
corrispondenza di LlS, l'andamento del campo e della corrente all'interno del conduttore
sia molto prossimo a quello studiato precedentemente; pertanto, indicando con n la
normale alla superficie del conduttore orientata nel verso entrante, le espressioni (6.1) e

superficie del
conduttore

c
D

Figura 6.2
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Figura 6.3

(6.2) possono essere usate per rappresentare approssimativamente la corrente in prossimi-
tà del punto P, purché Uzsia sostituito da n e z sia sostituita da una coordinata s presa su
un asse locale, con origine in P e diretto come n (Figura 6.3). La corrente risulta addensata
in uno strato superficiale il cui spessore (dell'ordine di 50) è piccolissimo rispetto a tutte
le dimensioni del corpo. In questa situazione si parla di "effetto pelle spinto". I

In condizioni di effetto pelle spinto tutti i risultati ottenuti per l'onda piana propagantesi
nel semispazio riempito di conduttore sono applicabili a corpi di forma qualsiasi. In
particolare, dalla prima delle (6.1) e dalla (6.3) si deduce

dove Er rappresenta il campo elettrico immediatamente all'interno del conduttore e Js è
la densità della corrente sulla lamina che approssima l'effettiva distribuzione delle correnti
nello strato superficiale. Er è tangenziale alla superficie del conduttore.

Il campo. elettrico e il campo magnetico tangenziali sono continui attraverso la
superficie del conduttore (la corrente non è effettivamente concentrata sulla superficie).
Pertanto, nelle precedenti relazioni Er e HT possono essere considerati indifferentemente
come campi tangenziali presi all'interno o all'esterno del conduttore. Dunque, indicando
con E e H i campi sulla faccia esterna della superficie, si può scrivere

HT x n = H x n nxEr=nxE

l Ad esempio in un corpo di rame di dimensioni maggiori di Imm l'effetto pellicolare è spinto già a
frequenze di alcuni megahertz. A frequenze più basse la corrente tende pure ad addensarsi vicino alla
superficie, ma la densità di corrente non è trascurabile nelle parti più interne del conduttore. Ciò
nonostante, anche in questo caso si parla di effetto pelle. Lo studio dell' effetto pelle a bassa frequenza
è meno semplice di quello qui riportato, poiché diviene importante la forma del conduttore. Esso è
comunque abbastanza agevole nel caso di conduttori di forma semplice, come ad esempio nel caso di
un filo a sezione circolare (vedi Ramo, Whinnery, Van Duzer, Fields alld Waves ill Commllllicatioll
Electrollics, J. Wiley & Sons, N.Y. 1967, § 5.16). Lo studio della distribuzione di corrente in un filo
mostra fra l'altro che -come è facilmente intuibile - l'effetto pellicolare può essere ignorato quando
il diametro del filo è piccolo rispetto alla profondità di penetrazione. Solo in questo caso è lecito
assumereche ladensitàdi correntesiaugualein tuttoil filo,comeavvieneper le correnticontinue.
Nelle più comuni applicazioni delle onde si è sempre in condizioni di effetto pelle spinto.
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Pertantole precedenti relazioni possono essere poste nella forma seguente, in cui figurano
i campi sulla faccia esterna della superficie del conduttore:

n x E =Rs (1 + j) HT

Js =H x n

(condizione di Leontovic) (6.4)

(6.5)

Nello studio dei campi monocromatici le superfici su cui le componenti tangenziali del
camposono soggette a condizioni del tipo

vengono dette "superfici (o pareti) d'impedenza" e la quantità scalare ç è chiamata
"impedenzasuperficiale" (o "impedenza della parete"). La condizione di Leontovic indica
che in condizioni di effetto pelle spinto la superficie di un buon conduttore si comporta
comeunaparete d'impedenza. L'impedenza superficiale è data da RsO + j) . La quantità
Rsè la "resistenza superficiale" del conduttore. Come si vedrà nei capitoli successivi la
condizione di Leontovic, può essere usata come condizione al contorno per studiare il
camponella regione esterna ai corpi conduttori.)

In condizioni di effetto pelle spinto la potenza elettromagnetica viene dissipata in
prossimitàdella superficie del conduttore. Dopo aver determinato HT attraverso lo studio
del campo all'esterno del conduttore, è possibile determinare la potenza dw dissipata in
corrispondenzadi ogni elemento dSdi superficie, osservando che tale potenza è uguale a
quellache penetra nel conduttore attraverso dS. Poiché immediatamente all'interno del
conduttoresi ha

la potenzadw dissipata in corrispondenza di dS è

(6.6)

I La determinazione del campo all' esterno permette in particolare di trovare il campo magnetico
tangenzialeai conduttori. Solo se le variazioni del campo così determinato sono piccolissime entro
distanzedell'ordine di O,il risultato del calcolo è accettabile; infatti, se così non fosse, esso sarebbe
in contrastocon una delle ipotesi su cui è stata basata la presente trattazione dell'effetto pelle. In
pratica,come si avrà modo di constatare in seguito, le variazioni del campo esterno sono tipicamente
apprezzabilisu distanze dell'ordine della lunghezza d'onda nel mezzo esterno, che è generalmente
moltomaggioredi O.Pertanto la condizione di Leontovic può essere applicata quasi sempre, purché
- beninteso- la profondità di penetrazione sia piccola rispetto allo spessore dei conduttori.,

L
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78 Capitolo 2

Pertanto la potenza totale dissipata in un corpo conduttore delimitato dalla superficie S è:

w= ~s f1HT12dS= ~s flJldS
s s

(6.7)

L'impedenza superficiale dei metalli ad alta conducibilità è piccolissima anche a
frequenze molto elevate. Per questa ragione, nella determinazione del campo all' esterno dei
conduttori, si assume molto spesso che essa sia nulla, così che la condizione di Leontovic
assume la forma semplicissima:

nxE=O (condizione di parete elettrica) (6.8)

Secondo questa condizione il campo elettrico è normale alle superfici metalliche.
Considerare nulla l'impedenza superficiale equivale ad assumere che il metallo sia un
"conduttore perfetto", cioè un mezzo di conducibilità infinitamente elevata (si noti che
Rs ~ O implica Cf~ 00). Assimilare i corpi metallici a conduttori perfetti semplifica
notevolmente il calcolo del campo esterno, perché la condizione di parete elettrica è più
semplice della condizione di Leontovic.

Dentro un conduttore perfetto il campo è nullo, perché lo spessore della pelle è
infinitesimo. D'altro canto il campo magnetico sulla faccia esterna della superficie è
generalmente diverso da zero, così che H è discontinuo. Questo non deve meravigliare:
infatti, nel caso limite del conduttore perfetto, la corrente è effettivamente concentrata in una
lamina e dà luogo alla discontinuità.

Fino a frequenze dell'ordine del migliaio di gigahertz (e anche oltre) la resistenza
superficiale dei metalli ad alta conducibilità è talmente piccola da rendere del tutto
giustificato assimilare i corpi metallici a conduttori perfetti, almeno per un calcolo di prima
approssimazione del campo esterno.

2.7 Onde piane evanescenti

Si consideri nuovamente un campo del tipo (1.I), in cui però:

'" =A e -(a u' + j~ n) . r =A e -a n' . r e -j~ n . r (7.1)

dove a e ~ sono costanti scalari non negative e n, n' sono versori reali costanti e non
coincidenti. 'l' rappresenta un' onda piana che si propaga nella direzione u con la velocità
v = roI~, e si attenua nella direzione u' con la costante d'attenuazione a (Figura 7.1).
L'ampiezza dell' onda è costante sui piani perpendicolari a n', che non coincidono con i piani
equifase. Pertanto l'onda considerata non è uniforme.

L'espressione E = P'I'è formalmentesimileaquellaconsideratanelcasodelleondepiane
uniformi (in luogo del vettore costante yu = au + j~ n si ha il vettore costante
au' +j~ u). Pertanto gli sviluppi che portano a determinare le condizioni sotto le quali l'onda
considerata soddisfa le equazioni di Maxwell sono analoghi a quelli visti nel Paragrafo l. Si
trovano le seguenti condizioni:
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piani equifase

piani ad ampiezza
costante

---

Figura 7.1
i).(: ::-r;o

(ex u' + jl3 u) . p = O
~Je~ ~ .~ ...Q... -:. \;j~ ,\

k2 P = (exu' + jf3 u) X [(exu' + jf3 u) Xp] (k2 =ro2CJ.l)

Risulta inoltre che il campo magnetico deve essere del tipo:

exu' +jl3 u XP'V
H = jro Il

Per la (7.2), sviluppando il doppio prodotto vettoriale nella (7.3), si ottiene:

k2 P =[(exu' + jf3 u) . p] (exu' + jf3 u) - [(exu' + jf3 u) . [(exu' + jf3 u)] p =
(132 - ex2 - j2exf3 u . u') p

Dunque per la (7.3) deve aversi:

k2 =132 - ex2 - j2exf3 u . u'

ovvero:

{

f32 - ex2 =Re k2

2exf3u. u' =-Imk2

In conclusione un campo del tipo

E =P A e -a u' . r e -j~ u . r

H exu'+jf3u A -a.u'.r -j~u.r=. xp e e
JroIl

verifica le equazioni di Maxwell se exe 13 soddisfano le (7.5), e se p soddisfa la (7.2).

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)
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L'onda (7.6) non è un'onda TEM perché non è possibile che siano contemporaneamente
verificatele condizionio . E =O e o . H =O. Sono inve~e possibili onde TE (trasversali
elettriche, in cui solo E è ortogonale a o) o onde TM (trasversali magnetiche, in cui solo H
è trasversale a o).

Nelle onde TE il vettore di polarizzazione deve essere ortogonale al piano formato da o
e da o', in modo che esso, oltre ad essere ortogonale alla direzione di propagazione, soddisfi
anche la (7.2). Dall' espressione di H risolta che in qoesto caso il campo magnetico giace sul
piano suddetto, perché siaj~ o x p che ex.o' x p giacciono su questo piano. Il secondo di questi
vettori, però, non è normale a o e, inoltre, esso è in quadratura con il primo. Ne consegue che,
in generale, nelle onde TE il campo magnetico è polarizzato ellitticamente sul piano formato
da o e o'.

Analoghe considerazioni portano a concludere che sono possibili onde TM con il campo
magnetico polarizzato linearmente in direzione perpendicolare a o e o', e il campo elettrico
polarizzato ellitticamente sul piano formato dai due versori.1

Se il mezzo è un dielettrico senza perdite risulta 1mk2=O.In questo caso il sistema (7.5)
diviene:

Quindi, si hanno solo le seguenti possibilità:

a) ex.=O ~=k

b) o'-Lo ~>k
(7.7)

Il caso a) non presenta nulla di nuovo: esso è quello della solita onda piana uniforme che si
propaga senza attenuazione nella direzione o. Il caso b) è invece quello di un'onda la cui
ampiezza decresce esponenzialmente in direzione perpendicolare alla direzione di
propagazione ("onda evanescente").

Dunque, in un dielettrico senza perdite, la classe delle soluzioni del tipo (7.6) comprende,
oltre alle onde piane ..miformi,le onde evanescenti corrispondenti a tutte le coppie di versori
o e o' perpendicolari fra loro, e a tutti i valori della costante di fase maggiori di quello delle
onde piane uniformi (cioè di k). Siccome nelle onde evanescenti si ha sempre ~> k, tali onde
possono avere velocità e lunghezza d'onda qualsiasi, comprese fra zero e quelle delle onde
piane uniformi (c/n, 'AoIn).

Le onde che si propagano con velocità minore di c/n vengono dette "lente"; dunque le onde
evanescenti sono esempi di onde lente. La costante di attenuazione è tanto più alta quanto
più grande è ~, ovvero quanto più è lenta l'onda.

I La sovrapposizione di un' onda TE e di un' onda TM, con gli stessi versori n' e n e con valori di A scelti
arbitrariamente nelle due onde, è ancora un' onda del tipo (7.6). Essa però non è né TE né TM. Variando
indipendentemente i valori di A nelle due onde si può rappresentare qualsiasi onda del tipo (7.6). AI
contrario, qualsiasi onda del tipo (7.6) può essere scomposta in un'onda TE e in un'onda TM.
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x direzione di

propagazione.
z

.. < e/n
f

Figura 7.2

Ad esempio, in un dielettrico senza perdite, il campo

rappresenta un' onda piana evanescente di tipo TE che si propaga nella direzione z e si attenua
nella direzione y. Il campo elettrico istantaneo è

dove<J>Aè l'argomento di A. Il suo andamento spaziale, considerato in un certo istante, è
rappresentatonella Figura 7.2.

2.8 Riflessione e trasmissione nel caso di incidenza normale

Sovrapponendo onde piane uniformi e/o evanescenti si ottengono nuove soluzioni delle
equazioni di Maxwell. Considerando due sole onde, si ottengono espressioni adatte a
rappresentareil campoin un "mezzostratificato",cioè un mezzoin cui E e Il variano
bruscamenteattraverso uno o più piani paralleli. Lo studio del campo spiega il fenomeno
della riflessione e della trasmissione delle onde in corrispondenza delle superfici di
discontinuitàdel mezzo. Sebbene l'ipotesi che le onde in gioco siano piane costituisca una
idealizzazione che non ha riscontro nella realtà, i risultati ottenuti si prestano ad essere
applicatiin situazioni reali, quando i fronti d'onda e/o le superfici di discontinuità non sono



....

82 Capitolo 2

piane, purché i loro raggi di curvatura siano molto maggiori della lunghezza d'onda. Di
questo si parlerà più diffusamente nel Capitolo 9, a proposito dell'Ottica Geometrica.

Il problema più semplice è quello in cui si vuole rappresentare il campo in un mezzo
comprendente un solo piano di discontinuità (piano z =O, Figura 8.l), nell' ipotesi che
opportune sorgenti, poste alla sinistra di una certa ascissa Zopresa nel mezzo l, generino alla
destra di Zoun campo indipendente da x e da y. Poiché i campi variano solo nella direzione
di z, nella regione z > Zo il campo sarà dato da onde piane uniformi che si propagano
perpendicolarmente al piano di discontinuità. Sia E che H sono trasversali rispetto a z e
quindi sono tangenziali all'interfaccia fra i due mezzi; pertanto essi devono essere continui
in z =O,<:osache è possibile solo se tutte le onde hanno lo stesso vettore di polarizzazione
p.

La regione 2 è illimitata a destra e non contiene sorgenti. Come nel Paragrafo 6, questo
porta ad assumere che in questa regione si abbia una sola onda che si propaga nel verso
positivo di z. Tale onda viene trasmessa attraverso la superficie di discontinuità e prende il
nome di "onda trasmessa". Il campo dell'onda trasmessa è del tipo:

(8.1)

(in questo paragrafo gli indici l e 2 contrassegnano quantità relative alle due regioni). Nella
regione 1non si può avere una sola onda; infatti, se così fosse, il rapporto fra le ampiezze di
E e di H sarebbe determinato dall' impedenza caratteristica 111e non potrebbe essere uguale
a quello che si ha nel mezzo 2, come invece è richiesto dalla condizione di continuità dei
campi. Pertanto nella regione l devono essere presenti due onde che si propagano in verso
opposto. Quindi il campo è del tipo:

(8.2a)

H 1=Uz X P (A I e -YIZ - B1 e YI Z ) /111 (8.2b)

(il segno meno nell'ultima espressione dipende dal fatto che la seconda onda si propaga nella
direzione -uz). L'onda che si propaga verso l' interfaccia prende il nome di "onda incidente",
l'altra di "onda riflessa".

Affinché i campi tangenziali siano continui in z =Odeve risultare:

x
I
I
I~.

:~
I

I

I

I

... z

1

Figura8.1
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Questeequazioni permettono di esprimere BI e Az in funzione di AI. Si ottiene:

(8.3)

dove:

(8.4)

(8.5)

Le quantità adimensionali rlz e TIZ prendono il nome di "coefficiente di riflessione" e di
"coefficientedi trasmissione" dell' interfaccia.

Le densità della potenza incidente e della potenza riflessa, considerate a ridosso
dell'interfaccia,1sono rispettivamente:

Si ha quindi:

(coefficiente di riflessione della potenza)

r

Poiché la densità della potenza trasmessa immediatamente al di là dell'interfaccia è
Wt= Wj - Wr si ha pure:

(coefficiente di trasmissione della potenza)

ESEMPIOl: INTERFACCIAFRADIELETIRICI A BASSAPERDITA Esprimendo le impedenze
caratteristiche in funzione degli indici di rifrazione (n(, nz) dei due dielettrici, si ottiene:

nl-nz

flz = nl + nz

2nl

TI2= nl + nz (8.6)

I coefficienti di riflessione e di trasmissione sono reali. Il coefficiente di trasmissione è
semprepositivo, mentre il coefficiente di riflessione è positivo quando il secondo mezzo è
"menodenso" del primo (nz < nl)' negativo in caso contrario. Ciò significa che nel caso di

I Questaprecisazione è superflua se in entrambe le regioni il mezzo è senza perdite.
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passaggio da un mezzo più denso a uno mezzo meno denso (esempio vetro/aria) Bl e A l sono
in fase, mentre sono in opposizione di fase nel passaggio da un mezzo meno denso a uno più
denso (esempio aria/vetro).

ESEMPIO 2: INTERFACCIA FRA UN DIELETTRICO A BASSA PERDITA E UN PLASMA CHE

NONPERMETTELAPROPAGAZIONE Il plasma (isotropo e senza collisioni) non permette

la propagazionese (J) < (J)p" In questocaso l'impedenza caratteristicadel secondomezzoè
immaginaria ed è data dalla (4.3). Si ottiene:

(8.7)

Entrambi i coefficienti sono complessi. Inoltre il modulo del coefficiente di riflessione è
unitario, cosicché tutta la potenza incidente viene riflessa (riflessione totale). Ciò non
significa che il campo nel plasma è nullo, ma solo che esso non trasmette potenza. Infatti il
campo nel plasma è evanescente e non trasporta potenza attiva (vedi Equazione 4.2-3).

ESEMPIO 3: INTERFACCIA FRA DIELETTRICO E CONDUTTORE METALLICO Si ha

112=RsCl + j) e quindi:

(8.8)

Siccome il rapporto R/110 è sempre molto piccolo, trascurando termini dell'ordine di
(R/11o)2si ottiene:

I coefficienti di riflessione e di trasmissione per la potenza sono:

(8.9)

Nel caso dei metalli ad alta conducibilità, fino alle più alte frequenze nella gamma delle onde
millimetriche, quasi tutta la potenza incidente viene riflessa (la piccola parte trasmessa viene
assorbita nelle immediate vicinanze della superficie). Ad esempio, per il rame, l'argento e
l'alluminio fino a un centinaio gigahertz si ha Rs < 100 mQ; pertanto la potenza riflessa
differisce da quella incidehte per meno di 1/1000. Il coefficiente di riflessione è molto
prossimo a -l. Nel vicino infrarosso e nel visibile la potenza riflessa può differire di qualche
percento da quella incidente.
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I campi sulla superficie del conduttore sono ottenuti ponendo z =Onella (8.1). Si ha:

. n R . n R
E =pA ::::2(1+J)~pA =2(1+ J)~E .

sup 2 110 1 110 O.

dove EQie Hoisono i campi dell' onda incidente, considerati sul piano di discontinui tà. Si noti
che il campo elettrico suli'interfaccia è molto più piccolo di quello incidente, mentre il campo
magnetico è circa il doppio.

È appena il caso di osservare che, a causa dell'effetto pelle, i risultati ottenuti sono
praticamente validi anche quando ilconduttore non occupa l'intero semi spazio z> O,purché
lo spessore della regione occupata dal conduttore sia sufficentemente maggiore dello
spessore della pelle (es. > 50). In questo caso, infatti, l'onda trasmessa è praticamente estinta
prima di avere attraversato l'intero spessore del conduttore, e quindi il fatto che lo spessore
stesso sia finito è ininfluente.

Nel caso limite del conduttore perfetto si ha
{

Esup =O

In questo caso la potenza incidente viene totalmente riflessa.

2.9 Onde stazionarie

Se il mezzo 2 è un conduttore perfetto si ha B 1=-A I; pertanto:

Se il mezzo l è senza perdite, si ha YI=j 21r/ì..1.Pertanto risulta (si omette l'indice 1):

E =-pj2Asin 21tz
A.

2A 21tZ
H=u xp-cos-

z 11 A.
(9.1)

Si nota che la fase dei campi non dipende dalle coordinate (a parte un salto di 1800 in
corrispondenza dei valori di z in cui le funzioni trigonometriche cambiano segno). Pertanto
le funzioni (9.1) non rappresentano onde che si propagano. Ad esempio, nel caso p =Uxe
assumendo che A sia reale, il campo istantaneo è:

E A
. 21tz .

=Ux 2 S1O-S1000t
A.

2A 21tz
H =Uy -cos-cosoot

11 A.
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Le Figure 9.la, b rappresentano l'andamento dei campi in istanti considerati a intervalli di
tempo distanti 1/8 di periodo. Nelle sezioni di ascisse O , -ìJ2 , -A, - 3ìJ2, ecc. il campo
elettrico è sempre nullo ("nodi" del campo elettrico) mentre il campo magnetico raggiunge
la massima intensità ("antinodi" del campo magnetico). Il contrario avviene alle ascisse
-ìJ4, - 3ìJ4, ecc. Poiché la fase non dipende dalle coordinate il campo elettrico si annulla
ovunque negli istanti O,T/2, T, ecc.; lo stesso accade per il campo magnetico negli istanti
T/4, 3T/4, 5T/4, ecc. Le oscillazioni del campo elettrico e del campo magnetico sono sfasate
di 1/4 di periodo; quindi negli istanti in cui il campo elettrico è nullo il campo magnetico è
massimo, in quelli in cui il campo elettrico è massimo il campo magnetico è nullo.

Un simile andamento spazio-temporale viene detto onda stazionaria. La formazione dei
nodi nell' onda stazionaria dipende dal fatto che l'ampiezza dell' onda riflessa uguaglia quella
dell' onda incidente; per questa ragione i campi delle due onde si cancellano nei punti in cui
essi risultano in opposizione di fase (interferenza distruttiva). In corrispondenza degli
antinodi, dove i campi delle due onde sono in fase, i campi si sommano (interferenza
costruttiva) e danno luogo a un campo di intensità doppia. I

Poiché il conduttore perfetto non dissipa potenza, c'è da attendersi che la potenza attiva
trasmessa verso il conduttore sia nulla. In effetti il vettore di Poynting ottenuto dalle (9.1) è
immaginario.2

3T/4 Ex

z z

o

I
I
I
l

'..- À. /2.....-

TIT/4

a b

Figura 9.1

I Queste considerazioni fanno comprendere che le onde stazionarie si formano ogni qualvolta si ha una
riflessione totale. Ciò avviene in tutti i casi in cui il secondo mezzo non permette la propagazione (es.
plasma a bassa frequenza). In questi casi però, non è detto che sulla superficie di discontinuità si debba
avere necessariamente un nodo del campo elettrico, poiché non è detto che l'argomento del
coefficiente di riflessione sia 1t,come nel caso del conduttore perfetto. In ogni caso la distanza fra due
nodi successivi è pari a mezza lunghezza d'onda.

2 In presenza di due onde che si propagano in verso opposto in un mezzo senza perdite si mostra
facilmente che la potenza netta che fluisce nel verso di z è ovunque data dalla differenza fra la potenza
trasportata dall' onda incidente e la potenza trasportata dall' onda riflessa. Nel caso della riflessione
totale le due potenze sono uguali, cosicché - anche per questa via - si vede che la potenza netta è nulla.
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2.10 Coefficiente di riflessione -diagrammi d'onda stazionaria-
impedenza d'onda

In questo paragrafo vengono introdotti alcuni concetti che servono a facilitare lo studio delle
onde in un mezzo stratificato, come quello rappresentato nella Figura 10.1.Le caratteristiche
del mezzo sono costanti all' interno di ciascuno strato e variano bruscamente passando da uno
strato all'altro. Le sorgenti (poste alla sinistra della regione stratificata) creano un campo
indipendente dalle coordinate x, y, rappresentabile in ogni strato come sovrapposizione di
due onde che si propagano in versi opposti lungo l'asse z. In ogni strato l'onda che si propaga
nel verso positivo incide sull'interfaccia di destra ("onda incidente"); le riflessioni dovute a
questa interfaccia e a tutte quelle che la seguono danno luogo all'onda di ritorno ("onda
riflessa"). Nell'ultima regione, che è illimitata, si ha una sola onda che si propaga verso
l'infinito.

Tutte le onde hanno la stessa polarizzazione,come è richiesto dalla condizione di (

continuità dei campi, pertanto la polarizzazione del campo elettrico è ovunque rappresentata
da uno stesso vettore p, quella del campo magnetico da Uzx p. Il vettore p è indipendente
dalla stratificazione ed è determinato dalla polarizzazione dell' onda che incide sulla prima
superficie di discontinuità. Le onde che si propagano in versi opposti danno luogo a effetti
di interferenza analoghi a quelli visti nel Paragrafo 9.

COEFFICIENTEDI RIFLESSIONE In uno strato generico il campo ha la forma

E =P (~ + W-)

~=Ae-rz

H = Uzx p (~ - 'Jr)/1l

'Ir=Berz (10.1)

(y = ex.+ j~ = ex. + j 2rrl>";A, B costanti complesse)

Ad una generica ascissa z (Figura 10.1) la relazione fra 'Jf"e vr dipende solo dalla natura del
mezzo alla destra di z. Grazie alla linearità del mezzo, essa deve essere una relazione del tipo

(10.2)

dover = r(z) viene detto "coefficientedi riflessione" (all'ascissa z). Da r dipende la
relazione d'ampiezza e fase fra le due onde.

È importante determinare la legge di variazione di r all'interno dello strato. Sia d uno

versole
sorgenti

...--

~

-JV'

~

-J'V'

k,ll

z-d
I

I

Z
I
I

~

-J'\./'

z

Figura 10.1

.~
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spostamento preso a partire da z verso sinistra (cioè verso la regione occupata dalle sorgenti,
Figura 10.1); si ha:

ovvero:

r(z - d) =r(z) e -2o:de -j 41td/À (10.3)

La Figura 10.2 illustra l'andamento del coefficiente di riflessione al variare della posizione.
La Figura 1O.2asi riferisce al caso di uno strato senza perdite, la Figura l 0.2b al caso di uno
strato dissipativo. In uno strato senza perdite si ha

r(z - d) =r(z) e -j 41td/À (strato senza perdite) (1004)

Pertanto, al variare di d, il coefficiente di riflessione descrive una circonferenza, perché lo
spostamento determina solo una variazione dell'argomento. Lo spostamento che fa percor-
rere a r l'intera circonferenza è pari a ìJ2. Dunque, in uno strato senza perdite il coefficiente
di riflessione è una funzione periodica con periodo di mezza lunghezza d'onda. Invece, in
uno strato dissipativo, il coefficiente di riflessione è aperiodico (sul piano complesso esso
descrive una spirale logaritmica, perché In è proporzionale a e-2o:d).

DIAGRAMMA D'ONDA STAZIONARIA

essere espressi come segue:
II campo elettrico e il campo magnetico possono

E=pt:

dove si è posto:

t: =r +"'- =(1+nr

:J{=(r - "'-)/11=(l - nr/l1

[V/m]
(10.5)

[Alm]

I moduli di t:e di :J{rappresentano le ampiezze del campo elettrico e del campo magnetico.
Pertanto le variazioni d'ampiezza dovute all'interferenza fra le due onde dipendono
dall' andamento delle funzioni Il + n e Il - n È opportuno esaminare separatamente i due
casi possibili:

CASO l: STRATO SENZA PERDITE In questo caso il modulo di r è costante (Irl =IAI),
così che l'ampiezza del campo elettrico varia come Il + n mentre l'ampiezza del campo
magnetico varia come Il - n I due moduli sono rappresentati dalle lunghezze delle linee
tratteggiate nella Figura 10.3.
Al variare di d il loro andamento tipico è quello rappresentato nella Figura 10.4a. A parte un
fattore di scala, la curva a tratto spesso rappresenta l'ampiezza del campo elettrico, quella a
tratto sottile l'ampiezza del campo magnetico. Le due curve rappresentano i cosiddetti

lo.
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Irnr

Rer

d=O

ti = 3À./8

Rer

a b

Figura 1O.2

"diagrammi d'onda stazionaria", per il campo elettrico e per il campo magnetico rispettiva-
mente.

In un mezzo senza perdite i diagrammi d'onda stazionaria sono periodici, con periodo di
mezza lunghezza d'onda. Nel caso di riflessione totale (In =l) si hanno onde stazionarie
"pure", come quelle considerate nel Paragrafo 9. In questo caso i minimi dei diagrammi
d'onda stazionaria sono punti di annullamento di E (o di H) e il diagramma d'onda
stazionaria assume la forma di una sequenza di mezze sinusoidi (Figura lO.4b).

Il rapporto fra il massimo e il minimo nei diagrammi d'onda stazionaria prende il nome
di "rapporto d'onda stazionaria" (ROS). Esso è dato da

(10.6)

Il ROS è compreso fra l e 00. Esso è unitario quando i massimi e i minimi coincidono, cioè

U-n
--------

1- Wl

1+ In

Figura 1O.3
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quando il diagramma d'onda stazionaria si riduce a una retta: ciò avviene quando l'onda
riflessa è assente (r=O). Il ROS diverge nel caso delle onde stazionarie pure (Figura 10.4b).

CASO2: MEZZODISSIPATIVO In questo caso i diagrammi d'onda stazionaria non sono più
periodici, sia perché le funzioni Il + n e Il - n non sono periodiche, sia perché IV-Inon è
costante. L'andamento del diagramma d'onda stazionaria assume la forma indicata nella
Figura 10.5.Le oscillazioni del diagramma divengono sempre meno pronunciate man mano
che ci si sposta verso le sorgenti, perché il coefficiente di riflessione diviene sempre più
piccolo.

IMPEDENZAD'ONDA Introducendo la "impedenza d'onda":

Z = C£,/:J{ [Q]

si ha:

H x Uz= (uz x p):J{x Uz= p:J{= P '£/Z = E/Z

Dunque:

(10.7)

Questa relazione è analoga a quella che vale per una singola onda che si propaga nel verso
di Dz(vedi Equazione 1.8) e differisce da essa solo perché l'impedenza caratteristica del
mezzo è rimpiazzata dall'impedenza d'onda.

Esiste una corrispondenza biunivoca fra il coefficiente di riflessione e l'impedenza
d'onda. Infatti, esprimendo il rapporto '£I:J{mediante le (10.5) risulta:

1+r
Z=ll- r1-

dacui:

(10.8)

Ampiezza campo elettrico

Ampiezza campo magnetico

1..- ),,/2 ~ +1 - Wl

Il-n
Il +rl " / Il-n

d

a b

Figura 10.4
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Z-11
r= Z+11 (10.9)

A differenza dell' impedenza caratteristica, l'impedenza d'onda varia con la posizione. La
legge di variazione dell' impedenza d'onda può ess~re dedotta dalla (10.3). I calcoli, lasciati
al lettore, portano alla seguente espressione: I

Z (z - d) =11Z ( z) + rttgh 'Yd
11+ Z (z ) tgh 'Yd

(10.10)

Se lo strato è senza perdite si ha yd = j2nd/À. e la precedente espressione diviene:

2nd
Z(z) + j11tgT

Z(z - d) =11 2nd

11+jZ(z)tgT

(strato senza perdite)

(10.11)

In un mezzo senza perdite l'impedenza d'onda varia periodicamente con periodo ìJ2, come
ilcoefficiente di riflessione e come idiagrammi d' onda stazionari~. L' impedenza è reale solo
in corrispondenza dei massimi e dei minimi del diagramma d'onda stazionaria; ciò si
comprende immediatamente considerando la (10.8) e osservando che r è reale, positivo o
negativo, solo nelle posizioni di massimo o di minimo rispettivamente. Il lettore può
facilmente verificare che in uno strato senza perdite l'impedenza nelle posizioni di massimo
e di minimo campo elettrico (Figura 10.6) è semplicemente collegata al rapporto d'onda
stazionaria dalle seguenti espressioni:

(10.12)

Diagramma d'onda stazionaria
in uno strato dissipativo

cl"

Figura 10.5

I Si ha:

tghyd = tgh(a. + j~)d - tghad + jtg~d sinh2a.d + jsin2~d
I + jtghad tg~d cosh2a.d + cos2~d
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diagramma d'onda,
stazionaria

del campo elettrico

Z . = 1l/9(mm
'-..L

I
I
I
I
I
I

Figura 10.6

In un mezzo senza perdite e in presenza di riflessione totale, l'impedenza è nulla nei nodi
del campo elettrico (nei nodi si ha E =O). Quindi, indicando con Zol'ascissa di un nodo
(Figura 10.7) e applicando la (l O.ll), si trova:

21td

Z(zo -d)= jlltgT (10.13)

Quest' espressione mostra che nel caso di riflessione totale l'impedenza d'onda è reattiva. La
reattanza ha l'andamento indicato in figura; essa è nulla nei nodi di E, infinita nei nodi di H.

La densità della potenza netta trasmessa nel verso positivo dell'asse z è data da:

onda stazionaria Z = jrt tg 2 ~ d Z =O
campoelettrico - '---'- ~
campomagnetico----- I d I

~ I

.' ". . I. .. '." I '. ..\ . , , , ... ; I" " "

Zo- d Zo

I
I
I
I
I
I
I

.. z

21t d
11t8-f"

z

Figura 10.7
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[
{

I.?-d 2

W=Re ExH*.
]

- Re[Z]-=Re[Z]~
2 Uz - 2 2

Re[l/Z*] 1~2 =Re[lIZ*] IEI22

(10.14)

Sinotichequeste espressioni differiscono dalle (1.12) solo perché l'impedenza car)ltteristica
è sostituitadall'impedenza d'onda.

Se la riflessione è totale l'impedenza è reattiva e risulta W =O.Questo risultato era
prevedibile, perché, nel caso della riflessione totale, la potenza trasportata dall' onda
incidentetorna indietro attraverso l'onda riflessa.

Nel paragrafo successivo si vedrà che l'utilità dell'impedenza d'onda nello studio della
riflessionee della trasmissione in un mezzo stratificato deriva dal fatto che essa è continua

,/attraversolesuperfici di discontinuità del mezzo. La continuità dell 'impedenza è conseguen-

I
lza della continuità di E e di H, che implica la continuità di 'Ee di 9f. È opportuno sottolineare

Iche, al contrario di quanto avviene per l'impedenza, il coefficiente di riflessione è discontinuo
I attraversole interfacce fra gli strati. \ """../1 r c el'..,... J/', I.. . 0t.." r r
I '" ~ G., ( '../"r

'~ ., 'o

<;;>

2.11 Riflessione e trasmissione attraverso uno strato

Nelcasodella Figura Il.1 un' onda piana uniforme proveniente dalla regione l incide su di
uno strato (regione 2) oltre il quale il mezzo è illimitato (regione 3). L'onda incide in
direzioneperpendicolare allo strato.
Ilcampodell'onda incidente è

dovep e AI sono noti (l'origine dell'asse z è presa sulla superficie d'ingresso dello strato).
Poichéla polarizzazione è uguale a quella dell' onda incidente il campo è rappresentato
ovunqueda espressioni del tipo:

E=p'E

dove(vedi Equazioni 10.5 e 10.1):

'E = AI e -Y,z + B( e Y2Z

'E = A2 e -Y 2Z + B2 e Y2Z

'E = A) e -y)(z-d)

:}{= (AI e-Y'z - BI e'Ylz)/lll

:}{ = (A2 e -Y2Z - B2 e Y2Z) 1112

:}{ = A) e-y)(z-d) 111)

(regione 1)

(regione 2)

(regione 3)

A2'A3'Bl' B2 sono costanti complesse dipendenti da A I. Il campo nel mezzo 3 è costituito
dallasola onda che si propaga nel verso positivo perché il mezzo 3 è illimitato. I

I L'espressione dell'onda nel mezzo 3 è stata scritta in maniera tale da avere 'E= A) in z = d; così A3
rappresenta(polarizzazione a parte) il campo elettrico sulla superficie d'uscita dello strato.
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1

k 1111
~

-"'../'

2

kZ 11Z

~
-"'../'

3

k3113

~

o cl
z

Z
1Z'

r-I
Z = 11

23 3

Figura Il.1

Si vogliono determinare i coefficienti B] e A3' da cui dipendono l'onda riflessa nel mezzo
l e l'onda trasmessa nel mezzo 3.

DETERMINAZIONEDIRETI A DELCOEFFICIENTEDI RIFLESSIONE La relazione fra B l e A]

è del tipo

dove r]2 è il coefficiente di riflessione immediatamente prima della faccia d'ingresso dello
strato (z =OJ. Si desidera determinare r]2'

Poiché nella regione 3 si ha una sola onda che si propaga verso l'infinito, l'impedenza
d'onda è ovunque uguale all'impedenza caratteristica 113'Quindi, a causa della continuità
delle impedenze, l'impedenza ~3 sulla faccia di uscita è uguale a 113'Nella regione 2
l'impedenza varia secondo la (10.10); pertanto, indicato con d lo spessore dello strato,
l'impedenza d'ingresso è data da:

(11.1 )

Dopo aver determinato Z]2' usando la (10.9) si trova:

(11.2)

Se lo strato è senza perdite, la potenza trasmessa nella regione 3 è pari alla potenza
incidente diminuita della potenza riflessa. Si ha quindi

dove Wj è la densità della potenza incidente, Wr quella della potenza riflessa nella regione
1 e Wt quella della potenza trasmessa nella regione 3.

Se si vuole, da Wt si può dedurre l'ampiezza dei campi dell'onda trasmessa mediante le
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(1.12). Però il procedimento basato sulle potenze non consente di determinare la fase di
quest'onda (argomento di A3)e, inoltre, non è applicabile se lo strato è dissipativo (in questo
caso il valore di Wt è inferiore a quello precedentemente trovato). Il metodo in seguito
descrittoè esente da tali limitazioni.

METODODELLA MATRICE DI TRASMISSIONE Siano 'El' :J{I, 'E2' :J{2i valori di 'E e di j{
all'ingresso e all'uscita dello strato. Dalle espressioni di 'E e di :J{nel mezzo 2 si deduce:

f 'EI= A2 + B2

1:J{1= (A2 - B2) ITh

EliminandoA2 e B2' si ottiene:

(11.3 )

dove: l

(11.4)

D'altro canto, considerando le espressioni di E e di H nel mezzo 1 e nel mezzo 3, si ha:

Sostituendonelle (11.3) e ricavando Bl e A3 si ottiene:

AI + Bl = (ali + adlb) A3

Al - BI = 111(a21+ a22/113)A3

Da queste relazioni si deduce:

(l1.5a)

A3 = 2113

Al ali 113+ al2 + 111(113a21 + a22)
(l1.5b)

Èfacileverificare che la (ll.5a) fornisce per rl210 stesso risultato che si ottiene dalla (11.2).

l Si ricordache:
sinh (yd) = sinh (ad + jJ3d) = sinhad cosJ3d + jcoshad sinJ3d

cosh (yd) =cosh (ad + jJ3d) =coshad cosJ3d + jsinhad sinJ3d
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Più interessante è la seconda relazione, che pennette di ricavare il rapporto AiA(, che
rappresenta il coefficiente di trasmissione fra l'ingresso e l'uscita dello strato.

Le relazioni (11.5) possono essere scritte come segue:

(11.6)

La matrice [a], detta "matrice di trasmissione", caratterizza il comportamento dello strato per
quanto riguarda la relazione ingresso/uscita fra i campi. Essa è analoga alle matrici che
mettono in relazione le tensioni e le correnti all' ingresso e all' uscita dei quadripoli.l

Nel caso di uno strato senza perdite la matrice di trasmissione ha la fonna:

[

2nd, . 2nd

]

cos- JThslll-
À2 À2

[a] =
. l . 2nd 2nd
j-Slll- cos-

112 À2 À2

(11.7)

2.12 Strati di particolare interesse applicativo

STRATIINMEZZAONDA Se lo strato è costituito da un dielettrico senza perdite e se il suo
spessore è d = ì.,z/2, si ha:

Y2d= j
. 2n À2 .

À - = jn2 2

Dunque l'impedenza all'ingresso dello strato è uguale all'impedenza vista all'uscita
(113)'Questa è una proprietà caratteristica degli strati in mezza onda o, più in generale,
degli strati spessi un numero intero di mezze lunghezze d'onda. A causa di questa
proprietà si ha:

Questo risultato è identico a quello che si avrebbe se le regioni l e 3 fossero confinanti.
Dunque la presenza di uno strato senza perdite di spessore uguale ad un multiplo di mezze
lunghezze d'onda non ha alcuna influenza sulla riflessione. Se il mezzo ha la stessa
impedenza caratteristica nelle regioni l e 3 (esempio aria/vuoto ),la presenza dello strato non
dà luogo a riflessione.2

I La matricedi trasmissione è analoga "aquella di un quadripolo (vedi Capitolo 5, Paragrafo 8). Nel caso
dello strato i campi elettrici e magnetici sostituiscono le tensioni e la correnti.

2 All'interno dello strato, però, sono presenti sia l'onda incidente che quella riflessa.
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STRATI IN QUARTO D'ONDA

d - . 2n 11,2- . 1t
"(2 -JA. 4 -J22

Se lo strato è senza perdite e se d =~/4 si ha:

cotgh "( 2d =O

Pertanto risulta:

'112
Zl2 =-1..

'113

Gli strati in quarto d'onda hanno la proprietà di trasfonnare l'impedenza ali 'uscita nel suo

inverso (a parte la costante di proporzionalità '11~).1 Lo stesso risultato si trova se lo spessore
dello strato è uguale ad un multiplo dispari di quarti d'onda.

Se nelle regioni l e 3 il mezzo è a basse perdite, con opportuna scelta del materiale che
costituisce lo strato è possibile ottenere:

(condizione di "adattamento" del mezzo 1)

Infatti dall'espressione di Z12 si deduce immediatamente che per ottenere l'adattamento
bastausare un materiale d'impedenza caratteristica pari a:

(12.1)

Interponendofra le regioni l e 3 uno strato in quarto d'onda con questo valore di impedènza
caratteristica, viene eliminata la riflessione che si avrebbe se le due regioni fossero
confinanti.2Si noti che l'adattamento è rigorosamente ottenuto solo alla frequenza per cui
lo spessoredello strato è multiplo dispari di ~/4.

SCHERMI Se lo strato è dissipativo e se il suo spessore è tale da avere 2ad » l si ha:

sinh 2ad :::: cosh 2ad :::: e2o.dl2 >> l.

Pertantorisulta (vedi nota all'Equazione 10.10):

Ilcoefficiente di riflessione è uguale a quello che si avrebbe se lo strato fosse infinitamente
esteso;in altri termini la riflessione nella regione l non risente della presenza della regione
3. La ragione fisica è chiara: l'attenuazione subita dall'onda trasmessa nella regione 2 e
riflessadalla seconda interfaccia è talmente elevata da poter ignorare la presenza dell' onda

I Per questo si dice che gli strati "in quarto d'onda" si comportano come "invertitori di impedenza".
2 Anchein questo caso, all'interno dello strato sono presenti sia l'onda incidente che quella riflessa.
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I

I
di ritorno sulla prima interfaccia. È evidente che in questo caso l'onda trasmessa nella regione
3 è praticamente nulla; quindi lo strato 2 funge da schermo, perché impedisce il passaggio
delle onde nella regione 3.

In particolare lo schermo può essere metallico. In questo caso, per non avere trasmissione
apprezzabile nel mezzo 3, basta che il suo spessore sia maggiore di 50. In presenza di uno
schermo metallico la trasmissione nel mezzo 3 è del tutto trascurabile, non solo per
l'attenuazione, ma anche per la riflessione quasi totale sulla superficie metallica.

-I

STRATISOITILI Se lo spessore dello strato è tanto piccolo da poter assumere IY2Id« l,
dalle (11.4) risulta:

Dalle (l l .5) si ottiene:

~ =rl2 "" 113- l'h + Y2d(112-11,113 /112)
AI 113+ 11, + Y2d (112 + 11,113/112)

A3 "" 2113
AI 113 + 111+ Y2d (112 + 111113 / 112)

(12.2a)

(12.2b)

Come è prevedibile, quando Y2dtende a zero le precedenti quantità tendono ai valori del
coefficiente di riflessione e del coefficiente di trasmissione che si avrebbero in assenza dello
strato (vedi Equazioni 8.4, 8.5).

2.13 Riflessione e trasmissione nel caso di più strati

I procedimenti illustrati nel paragrafo precedente possono essere utilizzati nello studio della
propagazionedelle onde piane attraverso un numero qualsiasi di strati (Figura 13.1).
Un'onda piana uniforme proveniente dalla regione l e propagantesi in direzione perpendi-
colare ai piani di discontinuità genera in tutti gli strati onde che hanno la stesso tipo di
polarizzazione e che si propagano nei due v.ersidell' asse z. Al di là dell 'ultimo strato il mezzo

'E X
N-I> N-I

I I
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è illimitatoe si ha una sola onda che si propaga verso l'infinito; nella regione l si ha in genere
un'onda riflessa.

Nellevarieregionisianonote le impedenzecaratteristichellne le costantiYn=<Xn+ j~n
(n =l, 2, 3, ..., N-l, N); siano inoltre assegnati gli spessori degli strati d2,d3' .. dN-I' Il
coefficiente di riflessione immediatamente a sinistra della prima interfaccia può essere
determinatousando la (11.2), dopo aver trovato l'impedenza d'onda Z12'A questo scopo si
può seguire un procedimento analogo a quello visto all'inizio del Paragrafo 11: data
l'impedenza d'onda sull 'ultima interfaccia (che è uguale a llN) e applicando ripetutamente
la (10.10)si trovano le impedenze sulle interfacce precedenti, fino ad ottenere quella sulla
prima interfaccia. Se gli strati non sono dissipativi la densità della potenza trasmessa
nell'ultimomezzo può essere ottenuta sottraendo la densità della potenza riflessa da quella
dellapotenzaincidente. Dalla densità della potenza trasmessa si può dedurre l'ampiezza del
campotrasmesso nell'ultimo mezzo.

Unaltrometodo consiste nel ricavare la matrice di trasmissione complessiva dell' insieme
distrati.Questometodo permette di valutare sia l'onda riflessa nella regione l, sia l'ampiezza
e la fase dell'onda trasmessa al di là degli strati, anche quando essi sono dissipativi.

Il campo ha la solita forma

E=p'E

dovep è determinato dall' onda incidente sulla prima interfaccia e le funzioni d'onda 'Ee ;J{
sonodefiniteda espressioni analoghe a quelle viste nel Paragrafo Il. Indicando con 'En,;J{n
i valoridi 'Ee di ;J{sulla n-esima interfaccia (vedi Figura 13.1) si ha:

(n=2, 3, ..., N-I)

dove [a]nindica la matrice di trasmissione dello strato n-esimo, che è data da:

[

COShYndn

[a]n = sinhYn dn

l1n

lln sinh Yn dn

]
coshYn dn

Si ha:

Pertanto, ponendo

[a]tot =[ah [ah.. [a]N-1 (13.1)

risulta che i valori di 'E e di ;J{sulle interfacce d'ingresso e d'uscita sono legati dalla relazione
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(13.2)

[a]totè la matrice di trasmissione dell'insieme di strati. Essa è ottenuta moltiplicando le
matrici dei singoli strati nel loro stesso ordine di successione.

Ponendo l'origine dell' asse z sulla prima interfaccia e indicando con D lo spessore totale
della zona stratificata (Figura 13.1), si ha

'E= AI e-Y.z + BI eY.z 9-f = (AI e-Y.z - BI eY'z) I 111

9-f =AN e -YN(z-D) /11N

(mezzo 1)

(mezzo N)

dove: AI e BIrappresentano (aparte la polarizzazione) il campo elettrico dell' onda incidente
e dell'onda riflessa, immediatamente a sinistra della prima interfaccia; AN rappresenta il
campo elettrico dell'onda trasmessa nel mezzo N immediatamente a destra dell'ultima
interfaccia. Il coefficiente di riflessione B / AI e il coefficiente di trasmissione ANI A I
vengono determinati seguendo un procedimento identico a quello visto nel Paragrafo Il.
Così si trova che i due coefficienti sono dati da espressioni analoghe alle (11.5), dove all'
a12' a21'a22devono essere intesi come gli elementi di [a]tot.Si trova:

(13.3a)

.AN = 211N

AI all11N + al2 + 111(11Na21 + a22) (13.3b)

2.14 Riflessione e rifrazione nel caso dell'incidenza obliqua

Quando l'onda incidente si propaga in direzione obliqua rispetto all'asse z lo studio della
riflessione e della trasmissione si complica perché l'onda riflessa e l'onda trasmessa hanno
direzioni di propagazione e polarizzazioni diverse da quelle dell'onda incidente. Questo
paragrafo e i successivi affrontano questo studio, limitatamente al caso di una sola interfaccia
e nell'ipotesi che il mezzo nella regione 1 sia senza perdite.

L'onda incidente è un'onda piana uniforme del tipo

(14.1)

dove Pj èil vettore di polarizzazione e PI =21t1AI.L'onda si propaga nella la direzione Ujche
forma l'angolo 81con la normale all'interfaccia (Figura 14.1). Il piano definito da Uje dalla
normale viene detto "piano d'incidenza", l'angolo 81 "angolo d'incidenza".
È conveniente adottare un sistema di riferimento in cui ilpiano x, y coincide con l'interfaccia
e il piano y, z con il piano d'incidenza. In questo sistema di riferimento si ha evidentemente:

Uj =Uy sin81 + Uz cose I (14.2)
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piano
d'incidenza

, , , ,
y

interfaccia

regione l

(mezzo senza perdite) 41'
/u'

'" l
'"

'"
'"

1/

z

regione 2

Figura 14.1

Affinchésia soddisfatta la condizione di continuità delle componenti tangenziali di E e di
H è necessario che, sul piano z =O, l'andamento dell' ampiezza e della fase dei campi riflesso
e trasmessosiano identici a quelli del campo incidente, Per questa ragione l'ampiezza deve
esserecostante su tutto il piano, la fase deve dipendere solo da y e la velocità di fase v'j deve
essereugualea quella dell' onda incidente, Ne consegue, in primo luogo, che le onde nflessa
e trasmessadevono propagarsi in direzione parallela al piano d'incidenza.

La velocitàdi fase dell'onda incidente nella clirezione y dipende dall'indice di rifrazione
nellaregione l e dall' angolo d'incidenza. Si ha infatti:

v = vI -~
y cos(n/2-el) n)sinel

(14.3)

Nelcasodell' onda riflessa, tutte le condizioni precedentemente citate vengono soddisfatte
sesiconsideraun' onda piana uniforme che si propaga in una direzione che forma con l'asse
z un angolo pari a quello di incidenza (legge della riflessione, vedi Figura 14.1). I campi
dell'ondariflessa sono quindi del tipo:

(14.4)

dovePrè il vettore di polarizzazione e ur è dato da :

(14.5)

DettoelI' angolo formato dalla direzione di propagazione dell' onda trasmessa con l'asse z
("angolodi rifrazione", Figura 14.1) e indicata con VIla velocità di fase dell'onda, per,
l'uguaglianzadelle velocità di fase nella direzione y deve aversi:
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c

nl sin 81

~
sin 82

(legge di Snell) (14.6)

ovvero, introducendo le costanti di fase ~l = mnl/c, ~t = m/vt:
.. c J" 'H'.:/... .J) J.uc ;\.(~".J

~l sin8l = ~t sin82 \ '" >c 'c iL;t '" "cl' H~

o..- l".c "l' I ~«.A -'"Z"~.,..,,'- ~ '>

Questa espressione permetterebbe di ricavare l'angolo 82 se fosse noto il valore di f3t. Però
questo valore non è noto fino a quando non è definita la natura del mezzo nella regione 2 (su
cui non è stata fatta a1cunaipotesi) e fino a quando non è noto di che tipo è l'onda trasmessa.
In effetti, le condizioni sull'ampiezza e sulla fase dell'onda trasmessa sono verificate
dall'onda studiata nel Paragrafo 7, purchè la direzione di attenuazione sia parallela all'asse
z (se così non fosse l'ampiezza varierebbesul piano z = O).Pertanto, in generale, l'onda
trasmessa è del tipo

(14.7)

H - a.tUz+ j~tUt xp A e-atze-j~lUI'rt -. t 2
Jm~2

(14.8)

dove Pt è il versore di polarizzazione e Utè il versore che indica la direzione di propagazione:

(14.9)

Per le (7.5) deve aversi:

A2 - a.2 = Re k2f-lt t 2 (14.lOa)

(14.lOb)

Risolvendo queste equazioni assieme alla (14.7), si determinano i valori di ~, ~t e
dell'angolo di rifrazione, in funzione dell'angolo d'incidenza.

Il caso più semplice è quello in cui anche nella regione 2 il mezzo è senza perdite. Infatti
in questo caso esistono solo due possibilità (vedi Paragrafo 7): o l'onda trasmessa è un' onda
piana uniforme senza attenuazione, ovvero essa è un' onda evanescente che si attenua nella
direzionedell'asse z e si propaganelladirezioneperpendicolare(assey).

Se l'onda è uniforme,si havt = c/n2e, quindi,per la leggedi Snell risulta:

.
8 nl' 8Slll 2 = -Slll I

n2
(14.11)

Questa espressione permette di determinare l'angolo di rifrazione, purchè il secondo
membro non superi l. Questa condizione è sempre verificata se il primo mezzo è meno denso
del secondo (nl < n2); se, invece, il primo mezzo è più denso, la condizione è verificata solo
se 81non superal'angolo limite:
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(14.12)

Quandola (14.11) ammette soluzione l'onda trasmessa è un' onda piana uniforme che si
propagasecondo un angolo 82minore o maggiore dell' angolo d'incidenza, secondo i valori
degliindici di rifrazione (Figura 14.2a, b). In questo caso le espressioni (14.8) si riducono
a quelle di un' onda piana uniforme (~ = O, ~t = ~2 = ron2/c, ro~2/~t = "12):

(14.13)

Quando la (14.11) non ammette soluzione l'onda trasmessa è un'onda evanescente
(Figura14.2c).Poiché in questo caso si ha 82=rrJ2,per le (14.7) e (14.lOa) risulta:

A 21t.
I-'t=-sm8'A ll

(14.14)

Si verificafacilmente che l'attenuazione può anche essere espressa come segue:

21t I . 2 8 . 2 8at =-Vsm 1-SIn L
'Al

(14.15)

Inquestocaso l'onda trasmessa ha la forma:

(14.16)

Seci si sposta nel secondo mezzo perpendicolarmente al piano di discontinuità, la decrescita

z
onda
evanescente

Ut
~

-- ----.............
Ur

c

z.
jUt

z roro

uniforme

I onda
t

n2
I uniforme

n2 n2

nl '" "''
'" '"

'" " ,
, " , u,

uV r U:;t e L "Ur

l

n2> nl n2< nl

a b

Figura 14.2
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dell'ampiezza del campo trasmesso è tanto più rapida quanto più l'angolo d'incidenzasi
discosta dall'angolo limite. Quando lo scostamento è sensibile, l'ampiezza dell'onda
trasmessa scende a valori trascurabili a distanze dell' ordine di A.ldal piano di discontinuità.
Onde di questo genere (che si presentano anche in varie altre situazioni, più complessedi
quella qui considerata) prendono il nome di "onde superficiali", perché sono localizzatein
prossimità di una superficie, lungo la quale si propagano.

2.15 Coefficienti di riflessione e di trasmissione nel caso di mezzi
senza perdite

I vettori di polarizzazione delle onde riflessa e trasmessa e i valori delle costanti Ble A2'
vengono determinati imponendo le condizioni di continuità alle componenti tangenziali
di E e di H. I calcoli sono più complicati di quelli fatti nel caso 1ell'incidenza normale
perché i vettori di polarizzazione delle tre onde in gioco giacciono su piani diversi.Per
questa ragione bisogna imporre le condizioni di continuità sia per le componenti secondo
x che per quelle secondo y. Basta imporre le condizioni ai campi presi nell' origine; infatti
le relazioni trovate nel paragrafo precedente garantiscono che le condizioni sono
verificate su tutta l'interfaccia, se esse sono verificate in un punto qualsiasi. Questo
paragrafo tratta questo problema limitatamente al caso in cui i due mezzi sono senza
perdite.

CASO IN CUI L'ONDA TRASMESSA È UNIFORME In questocaso tutteleondesonodi tipo
TEM, così che i vettori di polarizzazione sono ortagonali alle direzioni di propagazione.
Pertanto, introdotti i versori (vedi Figura 15.1)

bj =Uj x Ux =-uz sine, + Uycose,

br =Ur x Ux=-uz sine, - Uycose]

bl =UI X Ux =-uz sine2 + Uycose2

(15.la)

(15.lb)

(15.lc)

x

~~£u;I ------ ~z
82 -------

y

Figura15.1
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si può scrivere:

Pi =Pi.L UX + Pillbi

Pr =Pr.LUX + Prllbr

(lPuJ2 + IPilf = l)

(lPd12 + IPrll12 = 1)

(lPtJJ2 + Iptll12 = 1)

(15.2a)

(15.2b)

(15.2e)

dovei simboli .l e Il indicano le componenti dei vettori nelle direzioni perpendicolare e
parallela al piano d'incidenza.

Inbasealle(14.1), (14.4) e (14.13) i campi presi sull' origine, immediatamente alla sinistra
e alla destra dell' interfaccia sono:

(15.3a)

Esup =(PtL Ux + PIIIbl )A2

}Hsup=[(-Ptllux + Pu b, )A2 n2 /110
(15.3b)

Introducendole (15.1) e imponendo l'uguaglianza delle componenti tangenziali si ottengo-
noleseguenti equazioni:

Pu. AI + Pr.LB I = Pu A2

nl (PiliAI + PrIlBI) =n2 PIIIA2

nlcosel (Pi.lAI - Pr.lBI) =n2cose2 PUA2

cose I (PiIiAI - PrIlBI) =cose2 PtIIA2

La prima e la seconda coppia di equazioni possono essere risolte indipendentemente
ottenendo:

Pr.LBI = r .lPi.l AI

PrllBI = rllPiliA.

PI.l A2 = T.l Pi.lA I

PIIIA2 = TII PiliA I

(15.4a)

(15.4b)

dove:

(15.5a)

(15.5b)

Le espressioni (15.4a) indicano che le componenti perpendicolari del campo elettrico
riflessoe trasmesso dipendono solo dalla componente perpendicolare del campo elettrico
incidente.Le (15.4b) indicano l'esistenza di un analogo collegamento fra le componenti
parallele.Pertanto, se l'onda incidente ha il campo elettrico polarizzato linearmente nella

J
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direzione perpendicolare al piano d'incidenza, anche le onde riflessa e trasmessa hanno lo
stesso tipo di polarizzazione. I coefficenti r.l e T.l hanno evidentemente il significato di
coefficienti di riflessione e di trasmissione per questo tipo di polarizzazione. Analogamente,
se l'onda incidente ha il campo elettrico polarizzato linearmente nella direzione parallela al
piano d'incidenza, anche le onde riflessa e trasmessa hanno lo stesso tipo di polarizzazione.
In questo caso i coefficienti di riflessione e di trasmissione sono ru e Tu.

Le espressioni (15.5) che forniscono i valori dei coefficienti di riflessione e di trasmissione
per i suddetti tipi "fondamentali" di polarizzazione sono note come "formule di Fresnel". Si
nota che icoefficienti dipendono dall' angolo d'incidenza (sia direttamente che indirettamen-
te, attraverso 8z) e che i valori sono diversi per i due tipi di polarizzazione.

Nel caso generale, in cui l'onda incidente è polarizzata in un modo qualsiasi si ha:

Questa espressione collega Pr e B l a Pi e Al. Poiché la fase di Pr può essere scelta
arbitrariamente, le relazioni intercorrenti fra i vettori di polarizzazione e fra Bl e AI non sono
definite univocamente. Conviene scegliere la fase in modo che, nel caso limite dell 'incidenza
normale, i vettori di polarizzazione dell' onda incidente e dell' onda riflessa siano uguali,
come si è assunto nello studio dell'incidenza normale. Ponendo

e scegliendo opportunamente la fase di Pr si trova:

(15.6)

(15.7)

Si verifica facilmente che

lim Pr =Pj
91~O

La (15.7) fornisce il coefficiente di riflessione dell'interfaccia per qualsiasi valore dell'an-
golo d'incidenza. La (15.6) permette di passare direttamente dal vettore di polarizzazione
dell'onda incidente a quello dell'onda riflessa.

Analogamente, esprimendo ptAZin funzione di Pd, di Prlle di AI e ponendo

si trova:

(15.8)
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Anche in questo caso si ha:

lim Pt =Pi
el~o

(la verifica è lasciata al lettore). 1'12rappresenta il coefficiente di trasmissione dell'in-
. terfaccia, per qualsiasi valore dell'angolo d'incidenza. La (15.8) permette di ottenere

direttamenteilvettore di polarizzazione dell' onda trasmessa, noto quello dell' onda inciden-
I te.!
I Nelcasodell'incidenza obliqua, ivettori di polarizzazione delle varie onde sono in genere
I differenti,non solo perché sono ortogonali a direzioni diverse, ma anche perché in ciascuno

I

diessi si ha un diverso rapporto fra le componenti perpendicolari e parallele (a causa della
: diversitàfra r 1.e,rll). Pertanto, se si escludono i casi in cui l'onda incidente è polarizzata

\linemmente in direzione perpendicolare o parallela al piano d'incidenza, risulta che le
'Ipolarizzazionidel/' onda riflessa e del/' onda trasmessa differiscono da quella dell'onda
1/incidente.'.v.c ~. ) ,

Ledensitàdi potenza per ì' onda incidente, per l'onda riffessa e per l'onda trasmessa sono
rispettivamente:

dove

Pertantoi coefficienti di riflessione e di trasmissione per la potenza sono:

(15.lOa)

(15.lOb)

(l'equivalenza fra le due forme del coefficiente di trasmissione può essere facilmente
verificatausando la (15.7), la (15.9) e le formule di Fresnel).

I Nei casi particolari in cui l'onda incidente è polarizzata linearmente, con il campo elettrico
perpendicolareo parallelo al piano d'incidenza, si ottiene:

fl2 =f.L TI2 =T.L Pr = Pt =Ux (caso Pj =ux)

fl2 =-lìl TI2 ='lì, Pr = -br Pt =bt (caso Pj = bj)
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. Il coefficiente di trasmissione della potenza non è uguale a l - 1r1212,come nel caso
dell'incidenza normale. Si nota inoltre che, in base alla seconda forma del coefficiente di
trasmissione,si ha:

(15.11)

ovvero:

Evidentemente la relazione rappresenta il bilancio fra le potenze nette che entrano ed escono
attraversounelementodiinterfacciadi areaunitaria. .

È interessante osservare che rn si annulla quando l'angolo di incidenza è pari a

(angolo di Brewster) (15.12)

mentre r.L non si annulla per alcun valore dell' angolo di incidenza (la verifica è lasciata al
lettore). Quando l'angolo di incidenza è uguale a eB si ha:

(15.13)

Se l'onda incidente è polarizzata linearmente in direzione parallela al piano d'incidenza
(Pi.L=O)non si ha onda riflessa e tutta la potenza incidente viene trasmessa nel secondo mezzo
("trasmissione totale"). Se invece l'onda incidente è polarizzata in un altro modo, si ha in ogni
caso un' onda riflessa polarizzata linearmente in direzione perpendicolare al piano d' inciden-
za. Questo effetto può essere sfruttato per produrre, attraverso la riflessione, un'onda
polarizzata linearmente, partendo da un' onda di diversa polarizzazione. Per questa ragione,
l'angolo di Brewster viene anche detto "angolo di polarizzazione".

Un altro caso di notevole interesse pratico è quello in cui il primo mezzo è meno denso
del secondo e l'angolo d'incidenza è molto prossimo a 90° ("incidenza radente"). Questo
caso interessa, ad esempio, nel caso di un'onda proveniente dall'aria che incide in direzione
pressoché orizzontale su un terreno a bassa perdita. In questo caso la riflessione è pressoché
totale; infatti risulta

sine2 '" nl / n2
~1

f;

e per le formule di Fresnel si ha: r.L '* rn '" + 1.

CASOINCUIL'ONDATRASMESSAÈEVANESCENTE Quando l'angolo d'incidenza supera
l'angolo limite, le formule di Fresnel non sono valide. In questo caso il campo immediata-
mente alla destra dell'origine ha la forma (vedi Equazione 14.16):
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I valori di ~t e di ~ sono dati dalle (14.14) e (14.15). Inoltre, a causa della condizione (7.2),
le componenti Ptye Ptzsoddisfano la relazione:

(15.14)

Utilizzando le (15.3a) e imponendo la continuità delle componenti tangenziali di Esupe di
Hsup'si ottiene un sistema di equazioni che permette di detenninare le componenti secondo
x e y del campo elettrico, per l'onda riflessa e per l'onda trasmessa. La (15.14) permette di
determinare la componente secondo z, nell'onda trasmessa. I calcoli vengono omessi per
brevità. Anche in questo caso si trova che, quando l'onda incidente è polarizzata linearmente
con il campo elettrico perpendicolare o parallelo al piano d'incidenza, l'onda riflessa ha lo
stesso tipo di polarizzazione.\ Si trova inoltre:

(15.15a)

2 e .2/.2 e .2 en2 cos I + Jn) Vsm I - sm L
lìl= 2 . 2 . 2 . 2

n2 cose\ - Jn) ~sm 81 - sm 8L

(15.15b)

È interessante osservare che:

Dunque, al disopra dell'angolo limite il coefficiente di riflessione della potenza è unitario.
Poiché la potenza riflessa è uguale a quella incidente, la potenza trasmessa dalla regione l
alla regione 2 è nulla. Questo è il ben noto fenomeno della "riflessione totale" (o "trasmis-
sione frustrata") che ha moltissime applicazioni in Ottica.2

2.16 Incidenza o~liqua sulla superficie di un buon conduttore

Se il mezzo 2 è un buon conduttore i coefficienti di riflessione r.Le rll possono essere ricavati
in maniera semplice imponendo la condizione di Leontovic ai campi nel mezzo l, a ridosso

l Quando l'onda incidente è polarizzata perpendicolarmente al piano d'incidenza, l'onda trasmessa è
un' onda TE con il campo elettrico perpendicolare al piano di incidenza. Nell' altro caso essa è un' onda
TM, con il campo magnetico polarizzato perpendicolarmente al piano d'incidenza. )c.~ J J.. ... Le ~ , .~.c.,~, ~",y I ~ 9 f ~ u..<c~ ~~ ~ f...t ~':I.a

2 \.luesto risultato non contrasta con la presenza '(tel campo al di là aell'mtert'actia; infattt l'onda
superficiale trasmette energia in direzione parallela all' interfaccia ma non in direzione perpendicola-
re; pertanto la potenza che essa trasporta non proviene dalla regione l. Naturalmente ciò è
rigorosamente vero solo nella situazione ideale trattatata in questo capitolo (interfaccia infinitamente
estesa, onda incidente piana e uniforme).
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della superficie del conduttore. Poichè sulla superficie l'andamento della fase è lo stesso per
l'onda incidente e per l'onda riflessa, la condizione è verificata su tutta la superficie se essa
è verificata nell'origine. Dunque è sufficiente imporre la condizione Leontovic ai campi
(15.3a). Si ottiene:

Risolvendo si trova

dove:

r.L =- 110 - nJRs(1 + j)cose(
110+ nJRsO + j)coseJ

r. - 110cose( - n(RsO + j)
11-

110cose( + n(Rs 0+ j)

(16.1a)

(l6.1b)

A causa della piccolezza di R/11( i coefficienti di riflessione sono circa uguali a - l e + l
rispettivamente (tranne che per rll, quando l'angolo d'incidenza è tanto vicino a 90° da
rendere 110cose( paragonabile a n(Rs)'

Se si assume che il conduttore sia perfetto, per qualsiasi angolo d'incidenza risulta
esattamente

(16.2)

e quindi, per le (15.6) e (15.7) (che possono essere scritte anche in questo caso) si ha:

"
Ux u, u, u, U'

~~~ b{P ~ ~ ~.~.
polarizzazionze ellittica polarizzazione circolare polarizzazione lineare

Figura 16.1
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----

br~/
//

onda riflessa / /

(destrogira)

onda incidente

(Ievogira)

Figura 16.2

(ossia Prl. = Pi.l' Prll= -Pill) , (16.3)

Poiché Irl21 = 1 tutta la potenza incidente sul piano conduttore viene riflessa.
La relazione esistente fra la polarizzazione dell'onda incidente e dell'-onda riflessa è

illustra.t!galliligl.lf~ 19.1 (il verso di propagazione è quello uscente dal foglio per entrambe
~). Poiché i vettori di polarizzazione delle due onde differiscono solo per il segno della
componenteparallela al piano d'incidenza, le ellissi di polarizzazione sono identiche anche
se, viste nei riferimenti di Figura 16.1, hanno l'asse 'maggiore inclinato in verso opposto
rispetto all'asse x. Inoltre i versi di rotazione sono opposti, così che un'onda incidente
levogiradà luogo ad un' onda riflessa destrogira e viceversa. La posizione relativa delle due
ellissiè meglio evidenziata dalla Figura 16.2. Le ellissi e i loro versi di percorrenza tendono
a coincidere quando l'angolo d'incidenza tende a zero. I

Dai precedenti risultati si possono dedurre le seguenti espressioni che torneranno utili nel
capitolodedicato alle "Approssimazioni Ottiche", quando si tratterà la riflessione su corpi
conduttoridi forma arbitraria:

Pr =Pi - 2(0 . Pi)n (16.4 )

(16.5 )

doven rappresenta la normale entrante nel conduttore (nella presente trattazione n =uz) e
Js è la densità della corrente sulla superficie del conduttore.

I L'inversione della rotazione delle onde non è una peculiarità della riflessione nel caso dell'incidenza
obliqua. Anzi l'inversione è sempre presente nel caso dell'incidenza normale, perchè i vettori di
polarizzazione Pi e Pr sono uguali, mentre le direzioni di propagazione sono opposte.
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. Infatti,per le (l5.1a, b) si ha br = -bi + 2(uz' bi)uz;pertanto la (16.3) può anche essere scritta
nella forma: Pr =Pi - 2(uz . Piubi)uz. Questa espressione viene trasformata nella (16.4) osservando
che Uz . piubj =Uz . Pi = n . Pio

Inoltre, per la (l5.3a), la densità della corrente indotta sulla superficie del conduttore in
corrispondenzadell'origineè:

Js = [(-PiliUx+ Pi.l bj)A1 + (-ru PiUUx+ r.l Pi.l br)Adnlrlo x Uz=

= [(-PiliUx+ Pi.l bi)A) + (-Pill Ux- Pi.l br)Adnlllo x Uz

D'altro canto si ha: brx Uz'=- bj x Uz.Pertanto:

Poiché la posizionedell'origine può essere scelta arbitrariamentesulla superficiedel conduttore,
questa relazione è valida in tutti i punti della superficie stessa. Ponendo Uz=n si ottiene la (16.5).

.



3
Guide d'onda e linee di trasmissione

A bassa frequenza l'energia elettromagnetica viene trasmessa mediante i convenzionali
circuiti elettrici, costituiti da fili metallici che connettono le sorgenti ai carichi. La
trasmissioneavviene attraverso lo spazio esterno ai fili che, con la loro presenza, conforma-
noilcampoe il vettore di Poynting in modo da convogliare sui carichi l'energia Brogatadalle
sorgenti.Poiché le dimensioni dei circuiti sono trascurabili rispetto alla lunghezza d'onda,
levariazionidi fase connesse alla propagazione delle onde possono essere ignorate. Grazie
aquestaapprossimazione l'analisi della trasmissione viene semplificata moltissimo, essen-
dopossibilelimitarla allo studio delle tensioni e delle correnti, che soddisfano leggi molto
piùsemplicidelle equazioni del campo.)

Ad alta frequenza, quando le dimensioni dei circuiti divengono paragonabili alla
lunghezzad'onda, la presenza delle onde non può essere trascurata e le leggi dei circuiti
perdonosignificato. Inoltre diviene sensibile il fenomeno dell' irraggiamento (vedi Capitolo
7),peril quale le onde sfuggono del circuito, trasportando parte dell' energia prodotta dalle
sorgentilontano dai carichi. A causa dell'irraggiamento i circuiti convenzionali perdono
ogniutilità, non solo per la diminuzione dell' efficienza della trasmissione energetica, ma
ancheperchél'irraggiamentocrea interferenzeindesideratefra apparatidiversi.Inoltre,a
livellielevati di potenza, l'irraggiamento può costituire un grave pericolo per le persone e
lecose prossime alla zona di emissione della radiazione. Per queste ragioni gli apparati
elettronicifunzionanti ad alta frequenza (tipicamente dalle microonde fino alle frequenze
ottiche)utilizzano strutture trasmissive in cui le onde rimangono confinate nell'intorno di
unpercorsoprefissato. Tali strutture vengono genericamente dette "guide d'onda".

Ilmodopiù ovvio per eliminare l' irraggiamento consiste nel confinare le onde all'interno
di un tubo metallico che funge da schermo (guide schermate), ma sono possibili altri
meccanismidi guida che utilizzano la propagazione di onde superficiali intorno a strutture
dielettrichee/o metalliche non schermate (guide ad onde di superficie). Nella banda delle
microondevengono spesso usate guide costituite da tubi metallici, normalmente dette "guide
d'onda",senza ulteriori specificazioni. Come si vedrà, le guide di questo tipo permettono
la trasmissione purché le dimensioni trasversali siano dell'ordine (o più grandi) della
lunghezzad'onda. Per questa ragione il loro uso non è pratico a frequenze minori di qualche

1 Per una Irattazione dei circuiti basata sui concetti generali della teoria dell' eletIromagnetismo si veda
S.Ramo, J.R. Whinnery, T.Van Duzer, Fields and Waves in Communication Electronics, 2nd edition,
1.Wiley& Sons, Capitolo 4.
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gigahertz (lunghezze d'onda maggiori del decimetro). La limitazione nell' utilizzo a
frequenze più basse non esiste se all'interno del tubo corrono uno o più conduttori aggiuntivi
(linee di trasmissione schermate); infatti, in questo caso la trasmissione è sempre possibile,
indipendentemente dalle dimensioni trasversali della struttura considerata. Le guide ad onde
di superficie sono prevalentemente usate a frequenze molto alte, dalla banda millimetrica
a quella ottica. Le "fibre ottiche", costituite da fili dielettrici a bassa perdita, sono esempi
di guide di questo tipo.

Questo capitolo è dedicato allo studio della propagazione nelle guide d'onda tubolari e
nelle linee schermate. Nel primo paragrafo vengono introdotti i cosiddetti "potenziali di
Hertz-Debye", che rendono più semplice lo studio della propagazione guidata. Nei
successivi sei paragrafi viene svolta la teoria generale della propagazione nelle guide
tubolari e vengono considerate in dettaglio le guide a sezione rettangolare e circolare, che
sono quelle più usate. Lo studio generale delle linee di trasmissione viene svolto nel
Paragrafo 8, limitatamente al caso di un solo conduttore interno. La linea più comune - il cavo
coassiale - viene studiata in dettaglio nel Paragrafo 9. Nel Paragrafo lO si accenna
brevemente alle linee contenenti più di un conduttore interno.

La teoria generale, sia delle guide che delle linee, è basata sull'ipotesi semplificativa di
avere conduttori perfetti. Questa ipotesi viene rimossa nel Paragrafo Il, dedicato allo studio
dell' attenuazione nelle guide reali. Infine il Paragrafo 12 mostra come sia possibile
determinare univocamente i campi in una guida, quando siano assegnate opportune
condizioni al contorno.

La teoria delle guide d'onda è basata sul concetto di "sviluppo in autofunzioni" di una
funzione a quadrato sommabile, concetto trattato nei corsi di "Metodi Matematici" per la
Fisica e l'Ingegneria. Le autofunzioni che intervengono nello studio delle guide sono quelle
dell' operatore di Laplace (V2)con condizioni al contorno di Dirichelet o di Neumann. Per
comodità del lettore, le proprietà di queste autofunzioni e dei corrispondenti autovalori sono
riassunte nell' Appendice D.

3.1 Potenziali di Hertz-Debye

Lo studio del campo nelle guide d'onda cilindriche è facilitato dal fatto che, in assenza di
sorgenti (Jo =O), il campo in un mezzo isotropo e omogeneo può essere dedotto da due
potenziali scalari. Per vedere come ciò sia possibile è necessario premettere che un generico
vettore solenoidale V, trasversale rispetto ad una direzione fissa (asse z), può sempre essere
espresso mediante una relazione del tipo

dove <pè un opportuno potenziale scalare.

. DIMOSTRAZIONEÈ ben noto che un campo solenoidale può sempre essere rappresentato

mediante un'espressione del tipo

V=VxA

dove A è un opportuno potenziale vettoriale. Se V è trasversale a z, le componenti Ax e Ay soddisfano
la condizione:
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Inparticolare può aversi Ax=Ay =O (A diretto secondo z) e può quindi scrivere V =V x D,q>.Però
la precedente condizione può essere verificata anche se le componenti trasversali di A non sono
nulle,e quindi può nascere il dubbio che porre A =D,q>sia lecito solo in casi particolari. Si osserva
peròche il potenziale vettoriaIe è definito a meno di un gradiente; infatti introducendo una qualsiasi
funzionecontinua X e ponendo A' = A - Vx si ha pure

v =VxA'

Graziea questa proprietà si vede che, anche se Ax e Ay non sono nulli, è sempre possibile
rappresentareV medianteun altro potenzialeA' con A'x= A'y= O.Basta trasformareil potenziale
utilizzandoun funzioneXche soddisfale relazioni

(ledueequazioni sono compatibili, perché sostituendo nella relazione che collega Axe Aysi ottiene
un'identità). Con la suddetta scelta di X il potenziale A' è diretto secondo z e quindi si può sempre
porreA'=D,q>, V =VxD,q>. .

Ciò premesso si consideri un generico campo in cui E è trasversale rispetto all'asse z.
Poiché in on mezzo omogeneo isotropo privo di sorgenti si ha V .E =O, è possibile esprimere

il campo mediante relazioni del tipo

H = - V x E = V x V x Uz<I>

jroIl jroIl
(1.1)

dove<I>è un opportuno potenziale scalare. Analogamente, poiché V . H =O,un generico
campoin cui H è trasversale rispetto all'asse z, può sempre essere espresso mediante
relazionidel tipo:

E = V x H = V x V x Uz\{I
jro£ jro£

(1.2)

dove'P è un altro potenziale scalare. Sovrapponendo campi del tipo (1.1) e (1.2) si ottiene
un campo del tutto generico, in cui E e H sono solenoidali, ma non necessariamente
trasversalirispetto all'asse z. Pertanto, in assenza di sorgenti, il campo elettromagnetico in
unmezzo omogeneo e isotropo può sempre essere espresso come segue:

E = V x V x Uz\{I
jroe (1.3a)

(1.3b)
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Il campo dipende dai due potenziali scalari <I>e 'P, detti potenziali di Hertz-Debye.
Bisogna precisare quali sono le equazioni che governano i potenziali. Nella (1.1), per
esprimere H in funzione di <1>,si è usata una sola equazione di Maxwell. Usando anche
l'equazione V x H =jooeE si ottiene:

(104)

dove k ha il solito significato (Equazione 1.5, Capitolo 2). D'altro canto, per le identità
(A.34), (A.31), (A.55) si ha:

Quindi la (1.4) diviene:

V x UZ (V2<1> + k2<1» = O (1.5)

Analogamente, dalle (1.2) e dall'equazione V x E =-jro JlII si ricava:

V x UZ(V2'P + k2'P) =O ( 1.6)

Perché le (1.5) e (1.6) siano verificate è sufficiente che le espressioni in parentesi siano nulle.
Si può quindi assumere che i potenziali debbano soddisfare le equazioni: I

(1.7)

Qualsiasi coppia di soluzioni delle (1.7), sostituita nelle (1.3) fornisce una coppia di vettori
E, H che soddisfano le equazioni di Maxwell.

Le (1.3) possono essere scritte in forma diversa, utilizzando le identità (A.34) (A.26)
(A.29).Osservandoche ooe=k/11 e che ooJl =k11si ottiene:

E =j 11
(

UzV2'P - ~ V'P)+ Uz x V<I>k az

H =j~ (U V2<1> - ~ V<1» - u x V'P
11k z az z

Conviene considerare separatamente i campi trasversali all'asse z (in seguito indicati con
Er e HT) e le componenti longitudinali Ez, Hz. A questo scopo conviene porre:

l Equazioni differenziali della fOITIIa(1.7) si incontrano frequentemente nello studio delle onde, anche
in acustica. Esse prendono il nome di "equazioni di Helmoltz" omogenee. Si può dimostrare che
qualsiasi soluzione delle (1.7) è infinitamente differenziabile all'interno del suo dominio di
definizione (C. Miiller, Foundations oJ the Mathematical Theory oJ Electromagnetic Waves,
Springer Verlag, 1969, p. 1I7).
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V2<t> =V2 m. a2<t>T'V+- aZ2

V<t> = V T<I> + u a<t>
z aZ

V'P =VT \}I + U a\}l
z aZ

dove sono stati introdotti gli operatori

a +u ~
VT =Uxax Yay

Cosìle (1.7) assumono la forma:

(1.8a)

(1.8b)

e leespressioni del campo divengono:

(1.9a)

(1.9b)

(1.9c)

(1.9d)

Èinteressantenotare che Ez e Hz dipendono solo da 'P e da <I>rispettivamente.
Nei problemi specifici il campo deve essere determinato sotto certe condizioni al

contorno,consistenti in certi vincoli sulle componenti di E e/o di H (esempio la condizione
di parete elettrica, la condizione di Leontovic, la condizione di continuità dei campi
tangenzialisulle superfici di discontinuità del mezzo). Se le superfici di contorno sono piane
ocilindriche,parallele all'asse z, ovvero piane perpendicolari allo stesso asse, attraverso le
(1.9)le condizioni sui campi si traducono in semplici condizioni sui potenziali (il procedi-
mento diverrà più chiaro nel successivo paragrafo). I potenziali vengono determinati
risolvendole (1.8) sotto queste condizioni al contorno e, successivamente, il campo viene
dedotto mediante le (1.9). Questo modo di procedere è utile perché il problema della
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soluzione delle equazioni di Maxwell è ricondotto alla soluzione delle due equazioni scalari
che governano i potenziali. Come si vedrà nel paragrafo successivo, la semplificazione è
notevole quando le condizioni al contorno sono indipendenti per i due potenziali, perché in
questo caso le (1.8) possono essere risolte separatamente.

3.2 Teoria delle guide d'onda

La Figura 2.1 rappresenta una guida d'onda costituita da un mezzo omogeneo e isotropo
delimitato da un conduttore tubolare di sezione arbitraria S. Il conduttore viene considerato
perfetto. Lo studio viene svolto introducendo un sistema di coordinate con l'asse z parallelo
alla parete metallica. Esso è basato sull'uso dei potenziali di Hertz-Debye e delle equazioni
(1.8) e 0.9).

CONDIZIONIAL CONTORNO Poiché il campo elettrico è perpendicolare alla parete
conduttrice, sul contorno C di una generica sezione trasversale S deve aversi:

nxEy. = O

Pertanto, in base alle (1.9a, c) deve risultare:

su C
(2.1a)

(2.1h)

Il vettore VT'P è perpendicolare all'asse z e quindi, sul contorno, ha una componente nella
direzione di n e una nella direzione del versore c =n x Uz(Figura 2.1). Si ha evidentemente:

n x VT'P = n x c d'P - d'Pdc - - dc Uz

dove è stata introdotta la derivata nella direzione tangente al contorno. Si ha inoltre:

~ Tubo metallico

~- - - - - - - - - - - - - - - -~

n

guida d'onda sezione trasversale

Figura 2. I
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doveè stata introdotta la derivata nella direzione della normale al contorno. Tenendo conto
delledue ultime relazioni e della (1.8a) le condizioni (2.1) possono essere poste nella forma:

Questecondizioni sono verificate se:

(2.2a)
su C

(2.2b)

su C (2.3)

Perla (2.2a) 'P è costante sul contorno di ciascuna sezione trasversale. In particolare, se si
assume che 'P sia nullo sul contorno le (2.2) sono entrambe verificate. La successive
considerazionimostrano che, imponendo questa particolare condizione, lo studio del campo
puòessere svolto senza perdere in generalità.

. Il potenziale'{Iè definito a meno di una qualsiasi funzione '{IO='{IO(z), indipendente dalle
coordinatetrasversali, che soddisfa:

Infatti, detta '{l'una soluzione della (1.8a) che soddisfa le condizioni (2.2), risulta che anche
'f" ='{l' + '{Iosoddisfa la stessa equazione e le stesse condizioni. D'altro canto si ha evidentemente

v~ '{l'' =V~ '{l'

e quindi, attraverso le (1.9), '{l' e '{l'' danno luogo allo stesso campo. In particolare la funzione '{IO
può essere scelta in maniera da annullare il valore al contorno di '{l''. Dunque, senza perdere in
generalità,si può restringere la ricerca delle soluzioni della (I.8a) alle sole funzioni che si annullano
sulcontorno. .

Riassumendo, in una guida d'onda delimitata da un conduttore perfetto i potenziali 'P e
<I>sono soluzioni dei seguenti problemi:
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(2.4a)
2 a2<I> 2

V T<I>+ ---y + k <I>= Oaz

~~ =O su C (cond. di Neumann)

(2.4b)

'P =O su C (cond. di Dirichelet)

I problemi (2.4) sono distinti e ciascuno di essi ammette come soluzione particolare un
potenziale nullo; pertanto possono esistere campi per i quali 'P =O, <I>'# O e campi per i quali

'P '# O, <I> =O. In generale il campo nella guida può essere considerato come risultante dalla
sovrapposizione di campi dei due tipi.

FORMAGENERALEDEIPOTENZIALI Grazie alla loro continuità i potenziali appartengono
allo spazio L2 (S) costituito dalle funzioni di x, y, a quadrato sommabile, definite su S (la
coordinata z è considerata come un parametro). Ciò permette di applicare i concetti
richiamati nell' Appendice D, in particolare di rappresentare i potenziali sotto forma di serie
di autofunzioni dell'operatore V~. Si può quindi porre

'P =L i S'j (z)'I'i (x, y)
1

<I>=L i çi (z)<Pi(x, y)
l

(2.5)

dove 'l'i' <pjsono le autofunzioni che risultano dalla soluzione dei seguenti problemi agli
autovalori:

'l'i = OsuC f "'; dS=l
s

(2.6a)

aq>j =Osu C
an fq>;dS =l

s
(2.6b)

L'indice i=1,2, indica la posizione degli autovalori (Kte K'i2),ordinati in due successioni
non decrescenti. Gli autovalori vengono rappresentati sotto la forma di quadrati delle
quantità reali positive K'ie K'i, perché essi sono reali positivi (fa eccezione K'i, corrispon-
dente all'autofunzione costante q>1= S-I/2,che ha autovalore nullo). Le autofunzioni
possono essere considerate reali e sono normalizzate dalle condizioni sugli integrali. In linea
di principio le autofunzioni e gli autovalori possono essere determinati risolvendo iproblemi
(2.6), o per via analitica (vedi Paragrafo 4, 6, 9) ovvero - quando ciò è impossibile - per via
numerica, mediante calcolatore. In ogni caso le autofunzioni e gli autovalori dipendono solo
dalla geometria della sezione trasversale e non dalle caratteristiche del mezzo.

Le funzioni S'i e S'i devono essere determinate in modo che le serie di autofunzioni
soddisfino i problemi (2.4). Poiché 'P e <I>soddisfano le stesse condizioni al contorno delle
autofunzioni utilizzate nei rispettivi sviluppi, si ha (vedi Equazione D.4 e D.?):
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2 ~, 2 r' \I(
V'T'P=- ~i Ki ~i 'l'i

]

't72 .m.- - ~ . K,!2 r'~ rn.
vr'V- ~I l ~1 'f'1

2
(2.7)

(sinoti che l'autofunzione Cj)jnon appare nella seconda espressione perché il suo autovalore
è nullo). Inoltre, per le (D.9) risulta:

(2.8)

Sostituendogli sviluppi (2.5), (2.6), (2.7) nelle (2.4) si ottiene:

dove

y'i2 = K,.2-k2I

(2.9)

(2.10)

Leautofunzioni sono linearmente indipendenti, così che le (2.9) sono verificate solo se:

Lesoluzioni generali di queste equazioni sono del tipo

r'~= A'! e-y';z + B" eY';z~I I I (2.11)

doveAi, Bi, A'i, B'i sono costanti arbitrariee Yi,y'i sono le radici delle (2.10). Poiché
1mk2 ::;O (vedi Capitolo 2, Equazione 1.5) gli argomenti di Y'? e di y"? sono compresi fra
Oe 1t;pertanto, scegliendo opportunamente il segno delle radici si ha:

(2.12a)

(Rey'i ~ O, Imy'i ~ O) (2.12b)

Sostituendole (2.11) nelle (2.5) si ottengono le forme generali dei potenziali di Hertz-Debye
in una guida d'onda.

FORMAGENERALEDELCAMPO Per i teoremi I e II citati nell' Appendice D, si ha:

V'T'P= Li S'iV'r'l'i
]

V'rei> = L i S'i V'rCj)i
2

(2.13a)
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a<l>- ~ . aç'i V'T<i>iV' -- £.1 :\
TaZ 2 aZ

(2.13b)

(1'autofunzione <i>\non appare nelle precedenti espressioni perché il suo gradienteè nullo).
Sostituendo le (2.5), (2.13), (2.11) nelle (1.9) si ottengono le seguenti espressioni generali
del campo dentro una guida d'onda:

ET = ~ . V'. e'.+" . V'~ e'~
£.1 I I £.1 I I

l 2
(2.14a)

HT = " . l'. b'. +" . l'~ b'~
£.1 1 I £.1 I I

I 2
(2.14b)

00 ,

E I . 11Ki l'= . J- . \11.
Z 1 k I '1'1

l
(2.14c)

IOO . K'i V"H = . J- . <p.
Z I 11k I 12

(2.14d)

dove:

(2.15a) (2.15b)

(2.16a) e'i = h'i XUz (2.16b)

V'. = V'. + e-Y\z + V'.- eY'jZ
1 1 I (2.l7a) (2.17b)

V'+ V'-. - y'.z . Y'.zr. = L- e I - L- e I

I Z'. Z'.I I

(2.18a)
V'~+ - y'~z V';- y'iz (2.18b)l'' - --L-e I --e

i - Z'~ Z'iI

Z'. - 111'.I L
jk

(2.19a) (2.19b)

I simboli Vi! e V'i! indicano costanti complesse arbitrarie, proporzionali alle originarie
costanti Ai, Bi, ecc.

MODI Secondo le (2.14) il campo in una guida d'onda è costituito dalla sovrapposizione
di campi parziali ("modi") di due tipi:
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j

'- I , . 11K\ IE. - y. e. +J-I. \1(.u
I I I k l 'l'I z

H'i = l'i h'i

(modi TM) (2.20a)

j

E'; = V'; e'i
K'~

H'~= l'~h'~+J' --L. V'! ff\. U

I I I 11k I 'l'I Z

(modi TE) (2.20b)

Ciascun modo è una soluzione particolare delle equazioni di Maxwell e soddisfa le
condizionial contorno imposte dalla presenza della parete metallica. Nei modi TM si ha
Ez:tO,Hz= O;nei modi TE si ha invece Hz=F-O, Ez =O.

I vettori trasversali e, h sono reali (come le autofunzioni) e dipendono solo dalle
coordinatex, y; essi prendono il nome di "vettori modali". Le quantità complesse Y, I (che
hannole dimensioni di tensioni e di correnti) dipendono solo da z e prendono il nome di
"tensionie correnti modali". Le tensioni e le correnti sono legate fra di loro da relazioni
formalmenteidentiche per i modi dei due tipi, attraverso le quantità Zi e Z'i, che prendono
ilnomedi "impedenze caratteristiche" dei modi TM e TE rispettivamente.

Poiché in ciascun modo le componenti di E e di H hanno la forma di prodotti fra una
funzionedi x,y e una funzione di z, la dipendenza del campo dalle coordinate trasversali è
identicain tutta la guida. Essa è determinata dalla forma delle autofunzioni 'Vi(per i modi
TM) e </>i(per i modi TE). Poiché le autofunzioni sono reali la fase non dipende dalle
coordinatetrasversali. Dunque le variazioni di fase possono aversi solo nella direzione di z
e dipendonodall'andamento delle tensioni e delle correnti modali. Se la fase varia, i modi
sipropagano secondo onde piane nella direzione di z.

Questeconsiderazioni valgono per i singoli modi, ma non per i campi (2.14), ottenuti per
sovrapposizionedi più modi. Infatti, a causa della diversità delle costanti Yi,le tensioni e le
correntideivari modi hanno una diversa dipendenza da z, cosicché nelle (2.6) i vettori modali
e le autofunzioni si combinano in maniera mutevole al variare di z, dando luogo a campi di
andamentovariabile da sezione a sezione. L'immutabilità dell' andamento del campo nelle
variesezioni trasversali contraddistingue i modi da tutti gli altri campi che possono esistere
nellaguida.

3.3 Considerazioni generali sulla propagazione dei modi

Latensione e la corrente di un modo generico hanno la forma:

Y =y+ e-YZ + Y- eyz. (3.1)

doveZc indica l'impedenza caratteristica (Z' o Z"); inoltre

Y=~K2_k2 (3.2)

doveYe Kindicano genericamente Yi,y'j, Ki, K'j .
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Poiché nelle guide il mezzo è sempre un dielettrico con angolo di perdita bassissimo
(tipicamente l'aria), è spesso lecito supporre che il mezzo sia senza perdite. In questa ipotesi
k è reale e si può scrivere

k = 2rr1À = ro/v

dove Àe v indicano la lunghezza d'onda e la velocità di fase delle onde piane uniformi nel
mezzo considerato. Ponendo

Àc = 21t
K

(3.3)

e introducendo Àe Àcnella (3.2) si ottiene:

y =a=~:~[-(~r

y=j~=j2:~l-(U

(3.4a)

(3.4b)

La quantità indicata con Àcdipende dall' autovalore e quindi dalla geometria della guida e
dal modo considerato. Dunque, per una data guida e un dato modo, il verificarsi dell'una o
dell' altra fra le condizioni (3.4) dipende da À,cioè dalla frequenza. Quando la frequenza è
tanto alta da avere À< À.crisulta:

1 - y+ -j~z y- j~z--e --e
Zc Zc

(3.5)

In queste condizioni la tensione e la corrente sono costituite dalla somma di due onde che
si propagano senza attenuazione nei due versi di z, con costante di fase data dalla (3.4b).
Invece, quando la frequenza è tanto bassa da avere À> Àcrisulta:

In questo caso V e I sono dati dalla somma di due termini evanescenti la cui fase non dipende
dalle coordinate. In questo caso il modo non si propaga.

La frequenza a partire dalla quale si ha propagazione prende il nome di "frequenza di
taglio" del modo. Essa è data da: I

1 La (3.6) fornisce esplicitamente il valore della frequenza di taglio purché v sia indipendente dalla
frequenza (mezzo non dispersivo). Normalmente v è praticamente costante nelle bande di frequenza
in cui operano le guide.

Il
I
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(3.6)

AnalogamenteÀcprende il nome di "lunghezza d'onda di taglio" del modo. Introducendo
la pulsazione di taglio

e osservando che À/Àc = fc/f = wc/w, la (3.4b) diviene:

da cui si ottiene la relazione di dispersione:

(3.7)

Il diagramma di dispersione del modo è rappresentato nella Figura 3.1.
Perevitare confusione con i simboli v e À,la velocità di fase e la lunghezza d'onda di un

modoche si propaga vengono indicate con vf e Àg.Si ha:

ro v v
v - - -

f-/3- ~1-(À/Àc)2 - ~1-(fc/f)2

À - 21t- À - À

g-T- ~1-(À/ÀJ2 - ~1-(fc/f)2

(3.8)

(3.9)

CO

COe

/

/

/

/

/

/

/ / ~~
// ~

/ ~
/

/

/

/

o

Figura3.1
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Gli andamenti caratteristici della velocità di fase e della lunghezza d'onda sono indicati in
Figura 3.2. La velocità di fase è sempre più elevata di quelle delle onde piane uniformi, sicché
i modi delle guide si propagano come onde "veloci".

Le impedenza caratteristiche dei modi TM e TE hanno espressioni diverse. Introducendo
le (3.4) nelle (2.19). Si trova:

Z"=
(3.lOb)

L'impedenza caratteristica dei modi è reale se il modo si propaga, immaginaria in caso
contrario. Alla frequenza f la guida permette la propagazione dei soli modi che hanno la
frequenza di taglio minore di f. Tutti gli altri modi possono esistere nella guida solo sotto
forma di campi evanescenti. Pertanto, nelle rappresentazioni generali (2.14), solo un
numero finito di termini rappresenta onde che si propagano, mentre tutti gli altri termini
rappresentano campi evanescenti.

Il modo con la più piccola frequenza di taglio prende il nome di "modo dominante"l,

v

o

I

: \ À. g
I
I
I

À. I
I

f o fc
f

Figura 3.2

Il
I La frequenza del modo dominate è proporzionale al più piccolo fra gli autovalori relativi ai problemi

(2.6) (a parte l'autovalore nullo del problema (2.6b) che, come si è detto, non corrisponde ad alcun
modo). Si può mostrare che il modo dominante delle guide è sempre il primo modo TE.

per À. < À.c (3.9a)

per À.> À.c (3.9b)

per À.< À.c (3.lOa)
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mentregli altri vengono detti "modi superiori". La frequenz,a di ta~modo dominante
vienedetta "frequenza di taglio della guida", perché al disotto di essa la guida non permette
la propagazionedi alcun modo. Comunemente le guide vengono utilizzate nelle banda di
frequenzain cui è possibile la propagazione del solo modo dominante (funzionamento
unimodale).Tale banda si estende nominalmente dalla frequenza di taglio della guida alla
frequenzadi tagliodel primo modo superiore.I

Se si tiene conto delle perdite dielettriche si ha (vedi Paragrafo 3, Capitolo 2):

Sostituendonella (3.2), introducendo la lunghezza d'onda di taglio e trascurando un termine
dell'ordinedi ai, si ottiene:

(3.11)

Laradice è complessa per qualsiasi valore di À, cosicché sia CI.che ~differiscono da zero
sempre.Quando la frequenza non è troppo prossima a quella di taglio (precisamentecse
If-fcl» aie) valgonole seguentiespressioniapprossimate:

a"~:~l-(~)'

~.2;~l-[d

(3.12a)

(À < Àc)
W70JC

(3.12b)

Poichél'angolo di perdita è sempre molto piccolo, l'attenuazione al disopra della frequenza
di taglioè molto minore di quella che si ha al disotto della stessa frequenza. Pertanto, in
pratica, il concetto di frequenza di taglio rimane valido anche quando si considerano le
perdite.Si lascia al lettore di verificare che, proprio alla frequenza di taglio, si ha:

Acausadella piccolezza dell' angolo di perdita la velocità di fase e la lunghezza d'onda sono
moltoelevate, ma non infinite come risulterebbe dalla trattazione della guida senza perdite.

1 Nelle guide reali si evita di lavorare troppo vicino alla frequenza di taglio per evitare attenuazioni
eccessivedovute alle perdite nel dielettrico e nel conduttore (vedi Paragrafo Il).
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È opportuno sottolineare che i precedenti risultati non tengono conto delle perdite nel
conduttore. In particolare l'attenuazione (3.l2b) è minore dell' attenuazione effettiva, come
si vedrà nel Paragrafo 11.

3.4 Guida d'onda rettangolare

Le (2.4) sono equazioni di Helmoltz omogenee in due dimensioni. Volendo determinare le
autofunzioni per via analitica, conviene adottare un sistema di coordinate trasversali che
permette di rappresentare il contorno C mediante equazioni le più semplici possibile. Così,
conviene utilizzare le coordinate cartesiane quando C è costituito da segmenti perpendico-
lari fra loro, coordinate polari quando C è costituito da archi di cerchio e segmenti radiali,
ecc. La forma dellaplaciano dipende dal tipo di coordinate utilizzate. In certi sistemi di
coordinate la forma è tale da permettere di trovare la soluzione utilizzando il "metodo di
separazione delle variabili", che permette di ricondurre la soluzione dell'equazione di
Helmoltz alla soluzione di equazioni differenziali ordinarie. In coordinate cartesiane il
metodo di separazione delle variabili si presta a trattare molto semplicemente la guida a
sezione rettangolare (Figura 4.1), che è la guida più usata nella tecnica delle rnicroonde. Si
assume che l'asse xsia preso nella direzione del lato maggiore. Pertanto con i simboli indicati
in figura si ha a ~ b.

Lo studio deimodi TM richiede la soluzione
del problema: y.

éj2 cP
~+---Y+K,2", =0
dx2 dy2

",(x, O)= ",(O,y) = O

",(x, b) = ",(a, y) = O

(4.1a)
b

(4.lb)

(4.lc) O
-Il

a x

Figura 4.1

Procedendo con il metodo di separazione delle variabili si pone:

(4.2)

Sostituendo la (4.2) nella (4. la) si ha:

Dividendo per FxFy si ottiene:
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Poichéxe y sono variabili indipendenti, questa equazione può essere verificata solo se i due
terminicontenenti le derivate sono entrambi costanti. Pertanto, indicando con -K'l e -K'lle
due costanti (per ora ignote) si ha:

K,2=K,2+K,2x Y (4.3)

Le due equazioni differenziali hanno le seguenti soluzioni generali:

Fx=A cosK'xx + Bsin K'xx

dove A, B, C, D sono costanti arbitrarie. Pertanto la (4.1a) è soddisfatta da funzioni del tipo:

(4.4)

Affinchésiano verificate le condizioni al contorno (4.1b) le costanti A e C devono esse-
re nulle,in maniera da eliminare i termini cosinusoidali, che non si annullano in x =Oo in
y =O.Introducendo una nuova costante M = BD si ha quindi:

'" =M sin K'xx sin K'yY (4.5)

Perle (4.le) deve aversi

sin K'yb = O

da cui

(n, p =1, 2, ...)

Si notiche nessuno dei due indici può essere nullo, perché l'annullamento di una delle due

costantiK'x.K'yprovocherebbe l'annullamento di ",. Si noti inoltre che considerare gli interi
negativiporterebbe alle stesse autofunzioni con il segno cambiato, differenza irrilevante a
causa della arbitrarietà di M. Sostituendo nella (4.3) e marcando gli autovalori e le
autofunzionicon la coppia di indici (n, p) invece che con l'unico indice i, si ha:

(n, p= 1,2, ...)

Ilf - M . n1tx P1ty
Tnp- sm-sin-a b
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La costante M viene detenninata nonnalizzando le autofunzioni. Deve aversi:

a b

1 M2
f . 2 nnx d f . 2 pny d

ab
M 2= SIn - X SIn - y=-a b 4

o o

e quindi M = 2/l/ab.
Non resta altro da fare che detenninare le espressioni dei campi modali e della lunghezza

d'onda di taglio Ì\.'np'cosa che non presenta alcuna difficoltà. I risultati sono riassunti nella
Tabella 4.1.

Lo studio dei modi TE richiede la soluzione del problema:

(4.6a)

(4.6b)

\\
Il

Il calcolo delle autofunzioni e degli autovalori segue le stesse linee di prima. Le uniche
differenze si hanno nell'imposizione delle condizioni al contorno, che in questo caso
riguardano le derivate di ",. Si trova:

I~I K" =
np

(n, p = O, 1,2, ...; escluso n = p = O)

<i'np= M cos nnx cos pnya b

Il
"

L'espressione degli autovalori è uguale a quella trovata per i modi TM. Nel caso dei modi
TE, però, uno degli indici n, p può essere nullo.) Le espressioni delle lunghezze d'onda di
taglio e dei vettori modali sono riassunte nella Tabella 4.1.

I modi della guida d'onda rettangolare vengono indicati con le sigle TMnp,TEl!E:.diovvio
significato. Si noti che i modi TEnOsono indipendenti da y, mentre i modi Tbop sono
indipendenti da x.

L'andamento dei campi trasversali di alcuni modi è schizzato nella Figura 4.2. Le linee
di forza del campo elettrico sono indicate a tratto pieno, quelle del campo magnetico a tratto
meno marcato. Nella guida rettangolare l'ordine di successione dei modi dipende dal
rapporto aIb. In ogni caso però il modo dominante è il modo TEIO.

Il

11

l La coppia n =p =Ocorrisponde all'autovalore nullo (designato con lC'(nella trattazione generale).
Questo autovalore e la corrispondente autofunzio"ne(costante) non intervengono nello sviluppo
modale del campo.
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TabeUa4.1 Autofunzioni nonnalizzate, vettori modali e lunghezze d'onda di taglio per la guida
rettangolare

ModiTMnp (n, p =1,2, ...)

À: = 2 2 . n7tx . pny

'l' np= .Jab sm-sm-np (n/a)2 + (p/b)2 ab a b

, I a b ( n n7tx. p7ty P . n7tx P7ty)
e =2 -u -cos-sm--u -sm-cos-
np (nb)2+(pa)2 xa a b Yb a b

I ab (p . n7tx p7ty n n7tx. pny)
h' =2 u -sm-cos--u -cos-sm-

np .(nb)2+(pa/ xb a b Ya a b

ModiTEnp (n, p = O,l, 2, ... esclusa la coppia0,0)

').." = 2 Xnp n7tx pny
<P = -cos-cos-

np (n/a)2 + (p/b)2 np ab a b

I Xnpa b ( P n7tx.. p7ty n . n7tx P7ty)
e" = u -cos-sm--u -sm-cos-
np V (nb)2+ (pa)2 xb a b Ya a b

I Xnpab ( n. n7tx p7ty p n7tx. P7tY)
h" = u -sm-cos-+u -cos-sm-

npV(nb)2+(pa)2 xa a b Yb a b

Xnp={

sen=O o p=O
sen;tO e p;tO

Modo dominante (TEIO)

-
')..'10=2a J! 7tX

<PIO= -cos-ab a

" J! . 7tX h" J! . 7tX
elO =-Uy -sm- \O =ux -sm-

ab a ab a
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--

-

-
TE,o TM11

--

TE'I

j

TM21
Figura4.2

3.5 D modo dominante della guida rettangolare

Comunemente la guida rettangolare viene usata a frequenze in cui è possibile la
propagazionedel solomodoTEIO.La lunghezzad'onda di taglio di questomodoè

À-IO= 2a

Se il mezzo'è l'aria, come avviene quasi sempre, la frequenza di taglio della guida
rettangolare è

fIO = el2a (in aria)

Ad esempio, una guida con a =lO cm permette la propagazione solo a frequenze maggiori
di fIO=1.5 GHz. Si comprende quindi che le guide di dimensioni praticamente accettabili
possono essere usate solo a frequenze molto alte, tipicamente nella banda delle rnicroonde
o delle onde millimetriche. .
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L'impedenza caratteristica, la velocità di fase e la lunghezza d'onda del modo TEIOsono
date da:

v.
- 2

vf - ~1-(À/2a)

À

Àg= ~1-(À/2a)2

I campi modali sono:

Ey = f2 sin 1txV(z)Vili a

H =0
y H =j~ f2 cos 1tXV(z)

z 2a V~ a 11

I campi sono indipendenti da y. Il campo elettrico è diretto parallelamente al lato corto della
guida e assume il valore massimo al centro della parete larga (x =a/2j; il campo magnetico
trasversale è diretto parallelamente alla parete larga, è massimo al centro e si annulla sulle
pareti strette; il campo magnetico longitudinale è invece massimo sulle pareti strette e nullo
al centro.

Al qisopra della frequenza di taglio, supponendo di avere una sola onda che si propaga
nel verso positivo di z, risulta

1= V(z) /2)'0

In questo caso l'andamento dei campi istantanei è quello schizzato in Figura 5.1, dove le
linee di forza più marcate sono quelle del campo elettrico.

verso di

propagazione

Figura 5.1
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versodi
propagazione

H

Figura 5.2

Le linee di flusso della densità della corrente superficiale sulle pareti interne della guida
sono perpendicolari a quelle del campo magnetico. Il loro andamento in un istante generico
è schizzato in Figura 5.2.

Le correnti sono dirette parallelamente all'asse z solo sulla mezzeria delle pareti larghe.
Per questa ragione esse non vengono perturbate se in corrispondenza della mezzeria viene
praticata una stretta fenditura (Figura 5.3), così che il modo dominante si propaga come se
la fenditura non esistesse.

La fenditura può essere utilizzata per inserire
nella guida una sonda che permette di prele-
vare un segnale proporzionale all'intensità del
campo elettrico. Spostando la sonda lungo la
fenditura si può registrare un tracciato propor-
zionale a IV(z)1(diagramma d'onda staziona-
ria).

Figura5.3

3.6 Guida circolare

Anche la guida a sezione circolare (Figura 6.1) può essere trattata analiticamente con il
metodo di separazione delle variabili. Il contorno è rappresentato semplicemente in
coordinate polari (R =a), cosicchè conviene affrontare il problema della determinazio-
ne degli autovalori e delle autofunzioni in questo sistema di coordinate. L' espressi 0-

. ne del laplaciano in coordinate polari si ottiene da quella in coordinate cilindri che
(A.68) eliminando il termine che contiene la derivata rispetto a z. La (2.6a) assume la
forma:

Matteo
Highlight



Guide d'onda e linee di trasmissione 135

(6. la)

o a x
\jI(a, <Il)= O (6.lb)

Figura 6.I
Si pone

Introducendola precedente espressione nella (6.1a) e moltiplicando per R2/FRF l/>si ottiene:

~~
(
R àFR

)
+ K,2 R2 = _J à2FI/>

FR àR àR FI/> à<ll2

Le variabiliR e <Ilappaiono solo al primo e al secondo membro rispettivamente. Poiché le
duevariabilisono indipendenti, l'equazione può essere verificata solo se i due membri sono
ugualiad una stessa costante. Indicando la costante con n2 si ottiene:

(6.2a)

(6.2b)

Lasoluzionegenera~edella (6.2a) può essere scritta come segue:

L' autofunzione \jIdeve essere continua attraverso il semi asse negativo delle x e quindi i limiti
di F per <Il~ :t 1t devono coincidere. Ciò richiede che n sia un numero intero. Grazie
all'arbitrarietàdelle costanti A e B si possono escludere i numeri negativi. Operando la
trasformazionedi variabile r = K'R la (6.2b)assumela forma:

(n=O, l, 2, ...)

Questaè l'equazione di Bessel di ordine n (vedi Appendice E). Poiché n è intero la soluzione
generaleè del tipo:
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dove Jne Nnrappres~ntano le funzioni di Bessel di ordine n, del primo e del secondo genere
rispettivamente. Le funzioni Nn divergono in R =°,e quindi sono incompatibili con il
requisito di continuità delle autofunzioni 'V.Per eliminare questo tipo di soluzione bisogna
porre D =O. In definitiva, introducendo le nuove costanti P =AC e Q =BC, risulta:

'Jf =Jn(K'R) (P cos ncj>+ Q sin ncj» (n = °, 1,2, ) (6.3)

La condizione al contorno (6.lb) richiede

Dunque deve aversi

K'a = xnp (p = 1,2, )

dove si è indicato con xnpil p-esimo zero (non nullo) della funzione Jn. A causa dell'anda-
mento oscillante delle funzioni di Bessel esistono infiniti zeri e quindi l'indice p si estende
all'infinito. Per ogni coppia di indici n,p si ha un autovalore, dato da

K' - xnpnp-- a (6.4)

La corrispondente lunghezza d'onda di taglio è

À: - 2nanp-- xnp (6.5)

Nel caso n =° siha

così che l'autofunzione risulta simmetrica rispetto all'asse della guida. Quando invece n
differisce da zero l' autofunzione dipende da cj>.Si nota che in questo caso la forma della (6.3)
dipende dalla scelta delle costanti P, Q e che quindi l'andamento dell'autofunzione non è
perfettamente definito. Questo dipende dal fatto che, in effetti, la (6.3) rappresenta la
combinazione di due autofunzioni degeneri, una dipendente dal coseno l'altra dal seno.

In conclusione le autofunzioni vengono rappresentate come segue: l

(

X R

) {

p cos ncj>
-J ~

'Jfnp- n a Q sin ncj>
(n=O, l, 2, ...; p=l, 2, ...)

l È immediato verificare che le autofunzioni così definite sono ortogonali.
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Le autofunzionisimmetriche, che non sono degeneri, rientrano in quest'espressione (in
questocaso l'autofunzione dipendente dal seno è identicamente nulla). Le costanti P e Q
vengonodeterminateimponendo la condizione di normalizzazione. Il calcolo richiede l'uso
dell'integrale(E.20). Le espressioni delle autofunzioni normalizzate e dei vettori modali
sonoelencatenellaTabella6.1.

Lo studiodei modi TE viene svolto seguendo un procedimento analogo. In questo caso
sipervieneall'espressione

<p=Jn (K"R) (P cos n<l>+ Q sin n<l» (n =. O, 1,2, )

La condizione al contorno è

Il

Il

Imponendoquesta condizione si trova facilmente:

x'
K"=~

a

dovex~prappresentalo zero p-esimo della derivata prima di Jn' Pertanto la lunghezza d'onda
di taglio dei modi TE è

À" - 21ta
np -~

np
(6.6)

Le autofunzioni dei modi TE differiscono da quelle dei modi TM solo perché xnpè sostituito
da x~p:

(

X' R

){
P cos n<l>

<Pnp=Jn ~ Q sin n<l>
(n=O, l, 2, ...; p=l, 2, ...)

Le autofunzioni normalizzate e le espressioni dei vettori modali per i modi TEnp sono
riportatenella Tabella 6.1.

Le autofunzioni degeneri differiscono fra di loro solo per una rotazione di 1tI2n intorno
all'origine.Combinando due autofunzioni degeneri si ottiene ancora un'autofunzione (con
lo stessoautovalore) che differisce dalle precedenti solo per una rotazione dipendente dai
coefficientiusati nella combinazione. In definitiva le autofunzioni asimmetriche possono
esseremotate a piacere, come è ovvio se si considera la simmetria rotazionale della guida
circolare.

L'ordine di successione dei modi dipende dall'ordine di successione degli zeri xnpe x~p'
Dalletabelle riportate nell' Appendice E si vede che i primi zeri sono:

x'l1 = 1.841; X01= 2.505; X'21= 3.054; Xll = x'01= 3.832; X'31= 4.201 Il
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Tabella 6.1 Autofunzioni nonnalizzate, vettori modali e lunghezze d'onda di taglio per la guida
circolare

I
'I

Modi TMnp (n = O, 1,2, ...; p = 1,2, ...)

À' = 2na
- çn/1t Jn(xnpR/a) {cosn<l>np 'JInp-J . <I>xnp n+1(xnp) a Sinn

çn/1t ( J'n (xnpR/a) {cosnep nJn(xnpR/a) {sinnep )
e' = -u + U

np Jn+l(xnp) R a sinnep cl> xnpR -cosnep

h' = çn/1t (u nJn(XnpR/a)tsinnep_u J'n(XnpR/a){COsnep)np Jn+l(xnp) R xnpR cosnep cl> a sinnep

xnpè la p-esimaradicedell'equazioneJn(x)=O(zero escluso).Inoltre:

J' (x) = dJn(x)
{=Isen=o

1; - -
n dx n.- =2 se n:t= O

Modi TEnp (n = O, 1,2, ...; p = 1,2, ...)

À" 21ta
<p = I çn x'np Jn(x'np R/a) {cosnepnp x'

np V 1t(x';p - n2) aJn(x'np) sinnepnp

e" = l I çn (u nJn(x'np R/a) {sinn<l> +u x'npJ'n (x'npR/a) {cosnep)np Jn(x'np) n(x';p - n2) R R -cosnep cl> a sinnep

l I ç ( x'np Tn (x'np R/a) {cosnep nJn(x'np R/a) {sinnep )
h" . = n -u + U

np Jn(x'np) V 1t(x';p - n2) R a sinnep cl> R -cosnep

xp è la p-esima radice dell'equazione J(x) =O (zero escluso).

Modo dominante (TElJ)

À'jI 2a = 3.412a (x'll = 1.841)
- I 2 x'll JI(x'lI R/a) {cosep<PII- (,2 I) J ( , ) . epXII nXII- al XII Sin

e" = l I 2 (u JI(x'll R/a) {sinep +u x'IlJ'1 (x'll R/a) rosep)Il JI(X'Il) n(x'121-1) R R -cosep cl> a sinep

h" = l I 2 (-u x'll J'I (x' Il R/a) rosep + u J I(x'll R/a) {sinep )II JI(X'Il) n(x'121-I) R a sinep cl> R -cosep'
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Gli andamenti dei vettori modali dei corrispondenti modi sono indicati nella Figura 6.2,
assieme al valore della lunghezza d'onda di taglio. I modi asimmetrici sono considerati una
sola volta (l'andamento dell'altro modo degenere si ottiene motando le figure di 11"I2n).

Il modo dominante della guida circolare è il modo TEII' che è costituto da una coppia
degenere. La lunghezza d'onda di taglio (A'i1= 3.412 a) è~l'ordine del diametro della
~da, A causa della degenerazione, anche nella banda di frequenza compresa fra la
frequenza di taglio della guida e quella del primo modo superiore (TMol), si propagano due
modJ, La combinazione dei modi TEII degeneri ha forma analoga a quella di un solo modo,
ma è motata di un angolo che può assumere qualsiasi valore, in dipendenza-dal rapporto fra
le ampiezze delle tensioni modali. Se le tensioni dei due modi hanno la stessa ampiezza e sono
sfasate di 11"12si ottiene un modo rotante, cosa utile in certe applicazioni. In genere però la
degenerazione del modo dominante è un fatto negativo, perché piccole imperfezioni della
guida possono provocare rotazioni incontrollabili del campo. Questo può creare inconve-
nienti, ad esempio nel funzionamento dei dispositivi di accoppiamento con altre guide. I Per
questa ragione la guida circolare è meno usata di quella rettangolare, nonostante la sua
maggiore semplicità costruttiva.

e

TE Il

(A" Il = 3.412 a)

TMOI

(A'01 = 2.613 a)

TMII

(A'Il = 1.640 a)

TEOI
ot 01 = 1.640 a)

Figura 6.2

h

TE21
(A"21= 2.057 a)

TE31
O.."31 = 1.496 a)

l Come si vedrà nel Paragrafo 6, Capitolo 6, l'accoppiamento dipende dall'andamento dei campi
modali sulle aperture di comunicazione.
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3.7 Potenza trasmessa e ortonormalità dei vettori modali 1

Il flusso del vettore di Poynting attraverso una generica sezione trasversale S è dato da:

J S . Uz dS =~J E x H * .Uz dS =~ J ET X H t . Uz dS
s s s

(7.1)

Infatti le componenti longitudinali di E e di H non danno contributo al prodotto misto. I
campi trasversali hanno la forma generale

HT =2)jhj
j

dove si intende che le sommatorie sono estese a tutti i modi della guida, senza distinzione
fra modi TE e TM. Pertanto:

J 2:
v.I:f:

JS .U dS =~ --.! L e. x h ooU dS
z ~. 2 l JZ

S l J S
(7.2)

La dimostrazione riportata in fondo al paragrafo permette di affermare che i vettori modali
soddisfano la seguente "relazione di ortonormalità":

Je. xh..u dS= J e. oe.dS= J h. .h.dS=Ò..
I JZ IJ lJ lJ

S S S

(7.3)

dove Òij=Ose i ::j:.j, Òij= l se i = j. Si ha quindi:

JS'UzdS= 2: Vili
S i 2

I Il termine "ortonormalità" fa riferimento alla proprietà di ortogonalità e di normalizzazione dei
vettori modali nello spazio L2(S) costituito dalle funzioni vettori ali definite sulla sezione S (vedi
Appendice D). In tale spazio il prodotto scalare fra due elementi a e b e la norma sono definiti
rispettivamenteda .

< a, b >=Ja. b *dS
s

lIall= < a, a >1/2= (Ja. a *dS)I/2
s

I vettori a e b sono ortogonali (nello spazio L2(S» se <a, b> =O.I vettori stessi sono normalizzati se
hanno norma unitaria. L' ortogonalità nello spazio L2(S) non ha nulla a che fare con la perpendicolarità
fra i vettori.
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Pertantola potenza che attraversa la sezione S nel verso positivo di z è data da:

(7.4)

In presenza del solo modo i-esimo la potenza è data da

Questaespressione è identica a quella che, nella teoria dei circuiti, fornisce la potenza
entrantein un bipolo in funzione della tensione e della corrente. Ciò giustifica il nome di
tensionee corrente dato alle quantità Vj e li.

Se il modo i-esimo è costituito da una sola onda che si propaga (o si attenua) nel verso
positivodi z, la tensione e la corrente sono legate dalla relazione

doveZj indica l'impedenza caratteristica del modo considerato (Z; o Z'i). In questo caso
risulta:

2 2
P =Re~=ReZilljl

1 2Z:J: 2I
(7.5)

Seilmodoè evanescente la potenza è nulla perché l'impedenza caratteristica è immaginaria.
Seinveceil modo si propaga Zjè reale e si ha trasporto di potenza. In questo caso, nella (7.5)
il simbolodi parte reale può essere omesso. Un discorso analogo vale nel caso di una sola
onda che si propaga nel verso negativo, per la quale vale un'espressione analoga alla
precedentema con il segno cambiato.

Se il modo i-esimo consiste di due onde che si propagano in verso opposto la tensione e
la correntehanno la forma

I vt -jllz Vj- j~.z.=-e I --e I
I Z. Z.I I

Si vedefacilmente che in questo caso la potenza trasmessa nel verso positivo di z è:

(7.6)

Si nota che i due tennini rappresentano le potenze atti ve che le onde trasmetterebbero se l'una
esistesse in assenza dell' altra.
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Secondo la (7.4), quando nella guida si propagano più modi, la potenza è data dalla somma
delle potenze che ogni modo trasporterebbe in assenza degli altri. I

. ORTONORMALITÀ DEI VETIORI MODALI Nella (7.3) i tre integrali sono uguali perché i vettori
modali sono legati dalle relazioni h =Uzx e, e =h x Uz.Nel caso di due modi TM per la (2.l5a)
risulta:

J e" .e'. dS =~ J VT 'I" . VT'I" dS
1 J J('. IC'. I J

S 1 J S

(7.7)

D'altro canto l'analogo bidimensionale della la prima identità di Green (A. I02) permette di scrivere:

(7.8)

Il secondo membro è nullo perché le autofunzioni 'l' sono nulle sul contorno C. Pertanto, tenendo conto
della (2.6a) e della proprietà di ortonormalità delle autofunzioni (D.3), si ottiene:

J VT'I' i . VT'I'j dS = - f 'l'i V~'I'j dS = !C'l J 'l' i'l'j dS = JC\2°ij
S S S

Sostituendo nella (7.7) si ottiene:

Je'. .e'. dS = o..
I J IJ

S

Nel caso di due modi TE la dimostrazione procede in modo analogo, considerando i vettori h" in luogo
di e' e introducendo le autofunzioni <i>mediante la (2.l5b).

Nel caso di due modi di tipo diverso (uno TM e l'altro TE) bisogna mostrare che gli integrali (7.3)
sono nulli. Se il modo i-esimo è di tipo TM mentre il modo j-esimo è di tipo TE, per la (2.15a, b) si
ha:

Je'i x h'j .Uz dS = !C'. llC'~ JV T'Vi. V T<i>j.Uz dS
s 1 J S

Inoltre, utilizzando la (A.29) risulta:

Pertanto, applicando il teorema di Stokes e ricordando che 'l'i è nulla su C, si ottiene:

l In un generico campo, ottenuto per sovrapposizione di campi parziali, la potenza che attraversa una
superficie non è uguale alla somma delle potenze dei singoli campi parziali. In altri termini, la
sovrapposizione degli effetti (che è validaper i campi) non è generalmente lecita per le potenze. Nelle
guide d'onda la possibilità di sommare le potenze è una proprietà peculiare dei modi, dipendente
dall'ortogonalità dei vettori modali.
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f e-,xh-~ .u ds=~ fVX(\jf. V</>.).u dS=~!\jf. V</>..dc=O
I J Z K'. K'~ l J Z K'. K'~ j l J

S I J S I J C

In maniera analoga si dimostra che gli integrali sono nulli quando il modo i-esimo e di tipo TE mentre
l'altroèditipoTM. .

3.8 Linee di trasmissione schermate

Le linee di trasmissione schermate differiscono dalle guide d'onda per la presenza di almeno
un conduttore cilindrico all'interno della zona racchiusa dal conduttore tubolare. Per
semplicità la trattazione è limitata al caso in cui si ha un solo conduttore interno (Figura 8.1).
Assumendo che i conduttori siano perfetti, il campo è confinato nella zona compresa fra il
conduttore tubolare e il conduttore interno. Si suppone che in questa zona il dielettrico sia
omogeneo e isotropo.

MODOTEM La teoria delle linee schermate differisce da quella delle guide per il fatto che
il contorno della sezione trasversale è costituto dalle linee separate Co e Cl invece che
dall'unica linea C. Questo non modifica la forma generale del potenziale <1>,che è ancora del
tipo

<I>=L i S'i (z) <p/x, y)
l

dove le funzioni S'i (z) hanno forma identica a quella vista nel Paragrafo 2 e le <pjsono
le autofunzioni dell' operatore V~ con le condizioni di Neumann su entrambe le linee Co,
C l' Invece la forma di'P deve essere modificata, perché nel caso di due contorni separati
le condizioni (2.2) non possono essere ricondotte alla condizione di Dirichelet su
entrambi i contorni. Ripetendo il ragionamento svolto all'inizio del Paragrafo 2, è ancora
possibile assumere, senza perdere in generalità, che 'P sia nullo su Co; non è però

conduttore interno conduttore esterno

~- - - - - - - - -- - - - ~.~ ,

sezione trasversale

Figura8.1
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possibile assumere che la stessa condizione debba necessariamente valere su C l' perché
le (2.2) risultano verificate anche quando l

'l' =Pe-jkz + Q ~kz (P, Q costanti arbitrarie)

Data una generica soluzione 'l' della (1.8a), che si annulla su Co e che assume su C I la forma
suddetta, si consideri la funzione

dove 'l'o è una generica soluzione del problema:

v2 'l'o =OT

(j2'1'° + k2 'l'o =O
(jz2

su S (8.la)

su S (8.lb)

su Co (8. le)

(8. lei)

La funzione 'l'o soddisfa la (1.8a) ed è soggetta alle stesse condizioni al contorno di 'l';
pertanto anche la funzione 'Ì' soddisfa la (1.8a) ma le sue condizioni al contorno sono più
restrittive.!.perché essa si annulla su Cl, oltre che su Co.
Dunque 'l' è soluzione dello stesso problema considerato nel caso delle guide d'onda e
ha forma identica a quella considerata nel Paragrafo 2. In conclusione, nel caso di una
linea di trasmissione con un solo conduttore interno, la forma più generale del potenziale
'l' è del tipo:

dove 'Viè la i-esima autofunzione dell'operatore V~ con le condizioni di Dirichelet su
entrambe le linee Co, Cl e le funzioni si(z) hanno forma identica a quella vista nel
Paragrafo 2.

La soluzione generale delle (8.1) è del tipo:

(8.2)

dove

l La dipendenza da z è la più generale fra quelle che soddisfano ('equazione differenziale (2.2b).
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vh,O =O

~o={~

su S (8.3a)

SUCl

SUCo
(8.3b)

Le espressioni dei potenziali per le linee di trasmissione differiscono da quelle per le guide
solo per la presenza del termine aggiuntivo 'P° nell' espressione di 'P. Pertanto le espressioni
generali del campo differiscono dalle (2.14) per l'aggiunta di un nuovo termine che, secondo
le (1.9), ha la forma:

(8.4a)

(8.4b)

dove:

(8.Sa)

vO=vo+ e-jkz + Vo- e jkz (Vo+ = TlP,Vo- = -TlQ) (8.Sb)

VO+ Vo-
çO=-e-jkz --ejkz

TI TI
(8.Sc)

L'andamentodel campo EO,HOsulle sezioni trasversali è dettato dalla forma di ~o, e rimane
immutatopassando da una sezione all'altra. Tale campo costituisce un nuovo modo, che si
aggiungeai modi TE e TM. Poiché i vettori eOe uzx eOsono trasversali, tale modo è di tipo
TEM.l..apresenza del modo TEM è caratteristica delle linee di trasmissione.

Le (S.3a)è identica all'equazione di Laplace che governa il potenziale elettrostatico
neiproblemi in cui il campo dipende dalle sole coordinate (x, y). Pertanto \fJÙcoincide
con il potenziale elettrostatico che si avrebbe nella linea qualora il conduttore esterno
fossea potenziale nullo e quello interno a potenziale unitario. Dunque, per la (8.Sa) eO
coincidecon il campo elettro statico che si avrebbe in queste condizioni (Figura S.2a).
PoichéEOè proporzionale a eO,si può affermare che, nell'ambito di ciascuna sezione
trasversale, il campo elettrico del modo TEM ha lo stesso andamento del campo
elettrostatico che si ha all'interno della linea quando i due conduttori sono portati a
potenziali diversi. Si noti però che, a causa dell'andamento ondulatorio della tensione
Va,la fase e/o l'ampiezza di EOvariano con z, mentre il campo elettrostatico è uguale
in tutte le sezioni trasversali.

TENSIONEECORRENTENEL MODO TEM Sia s una linea qualsiasi che giace su una sezione
trasversale (Figura S.2b) e che ha gli estremi A e B sul conduttore interno e su quello esterno
rispettivamente. I potenziali agli estremi sono \jI~ = l, \jIOB= O.Si ha:
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",°=1

a b

Figura 8.2

B B B

f EO . ds = Vo f eO . ds = - VO f V T 'l'° . ds = - VO ('l'~ - 'l'~) = VO
A A A

Pertanto VOrappresenta la tensione fra i due conduttori, secondo la definizione tradizionale
adottata nella teoria dei circuiti, con l'unica differenza che la linea s non è del tutto arbitraria,
ma giace sulla sezione trasversale considerata. Secondo la (8.5b) la tensione è costituita dalla
sovrapposizione di due onde che si propagano in verso opposto. Poiché le esponenziali
dipendono da k, le onde di tensione sipropagano e si attenuano come le ondepiane uniformi
nel mezzo contenuto nella linea. I Normalmente il mezzo è un dielettrico a bassa perdita;
pertanto, se i conduttori sono perfetti, le espressioni della velocità di fase, della lunghezza
d'onda e della costante di attenuazione sono le (3.1) del Capitolo 2. Come le onde piane
uniformi, il modo TEM si propaga a qualsiasi frequenza, contrariamente a quanto avviene
per i modi TM e TE. Dunque il modo TEM è il modo dominante delle linee di trasmissione.

La densità di corrente J~ sul conduttore interno è:

1I1
I

a °
JO=Hoxn =ro(u xeo ) xn =_ro (u xV \Ifo) xn =u rO~

s l ~ z I ~ z T 'Y I z ~ an l

dove n l indica la normale al conduttore interno. Analogamente la densità di corrente J~' sul
conduttore esterno è:

dove no indica la normale al conduttore esterno. Si nota che nel modo TEM le correnti

1 Perora i conduttori sono considerati perfetti. Come si vedrà i conduttori reali provocano un' attenuazione
aggiuntiva.
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fluiscono in direzione assiale. L'intensità della COlTenteIOche attraversa nel verso positivo
di z una generica sezione del conduttore interno è data da:

(8.6)

Analogamente, la COlTenteche attraversa il conduttore esterno, nella stessa sezione e nella
direzione di - z è datada:

Le successive considerazioni mostrano che IO'= IO.Dunque, in ogni sezione trasversale le
cOlTentinei due conduttori sono opposte, proprio come si sarebbe portati ad immaginare
applicando in maniera acritica i concetti circuitali. Questo risultato è illustrato nella Figura
8.3, dove la linea è rappresentata da uno schema bifilare, nel quale i fili superiore e inferiore
rappresentano rispettivamente il conduttore interno e quello esterno.

. Osservando che per la (8.3a) si ha O= V'~ '!Il = V'T. V'T'!II, applicando il teorema della divergenza
in due dimensioni risulta:

Pertanto si ha l°' = l°. .
Sostituendo la (8.5c) nella (8.6) si ottiene la seguente espressione della COlTentein una

linea di trasmissione:

conduttore esterno

l°
~

=t::::=

VO{:

~' l°I
I

conduttore interno

,
IVOI

L
z~ À/2

Figura 8.3

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight



148 Capitolo 3

VO+ v o-
lo - -jkz jkz-e --e

- ZO ZO
(8.7)

dove

(impedenza caratteristica della linea) (8.8)

Anche la corrente è costituita da due onde, proporzionali alle onde di tensione attraverso
l'impedenza caratteristica (più precisamente attraverso ZOe -ZO).Si noti che le espressio-
ni della tensione e della corrente sono identiche a quelle dei modi TE e TM, a parte la
sostituzione di yconjk. Nel caso del modo TEM però VOe l° hanno lo stesso significato fisi-
co delle tensioni e delle correnti nei circuiti convenzionali.

In presenza delle due onde le ampiezze delle tensioni e delle correnti lungo la linea hanno
l'andamento dei diagrammi d'onda stazionaria incontrati nel capitolo precedente (Figura
8.3). Le variazioni di VOe di l° possono essere trascurate, almeno in prima approssimazione,
quando la lunghezza della linea è molto minore della lunghezza d'onda. Ciò avviene quasi
sempre nelle linee di trasporto dell'energia elettrica (f = 50Hz,Ào=6000 km).

Come nel caso dei modi TE e TM conviene esprimere il campo magnetico in funzione
della corrente. Poiché per la (8.6) e la (8.8) risulta

l° - llço
- ZO

la (8.2b) può essere trasformata nella seguente espressione:

(8.9)

dove si è introdotto il vettore modale:

(8.10)

Si noti che le linee di forza hO(e di HO) sono perpendicolari a quelle del campo elettrico (vedi
Figura 8.2a).

ORTONORMALITÀDEIVETTORIMODALIE POTENZATRASMESSA La (8.9) e la (8.2a)
sono identiche alle espressioni che danno i campi trasversi di tutti gli altri modi. Pertanto il
campi trasversi in una linea schermata possono in generale essere rappresentati da espres-
sioni analoghe a quelle viste a proposito delle guide:

HT = I,lj hj
j

Nel caso delle linee, però, le sommatorie includono anche il termine relativo al modo TEM.
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Medianteun procedimento analogo a quello seguito nel paragrafo precedente si può
mostrareche la relazione (7.3) si applica anche quando si considerano i vettori modali del
modoTEM.Pertanto tutte le considerazioni sulla potenza trasmessa in una guida si applicano
anchealcasodelle linee schermate.Così la potenzatrasportatadal modoTEM è data da
Re(VOIo*/2).Inoltre, se le onde si propagano senza attenuazione, la potenza attiva trasmessa
nellalinea attraverso il modo TEM è: .

Lapotenzadifferisce da zero a qualsiasi frequenza, al limite anche in continua. Pertanto le
lineeditrasmissione, adifferenza delle guide d'onda, sono adatte a trasmettere energia anche
abassafrequenza. Questo risultato era da attendersi alla luce dei comuni concetti circuitali,
vistoche i due conduttori permettono la chiusura del circuito che collega il generatore al
canco.

RELAZIONEFRA L'IMPEDENZA CARATTERISTICA E LA CAPACITÀ PER UNITÀ DI

LUNGHEZZA Nel campo di frequenze di utilizzo delle linee di trasmissione il dielettrico
può solitamente essere considerato non dispersivo; pertanto si ha E' :::;Er' Tenendo conto di
questo fatto l'impedenza caratteristica può essere collegata alla capacità C di un tronco di
linea di lunghezza unitaria attraverso la formula

zo=~
vC (8.11)

dovev =c/-YErè la velocità di fase del modo TEM.

. Si consideriun tronco di linea di lunghezza unitaria e si supponga di applicare la differenza di po-
tenziale(statica)VSI= I Vfraidueconduttori.Inquestecondizioni,l'energiaelettrostaticaaccumulata
nel troncodi linea è data da CVs'V2= CI2. D'altro canto, nelle condizioni suddette il campo elet-
trostaticocoincide con -VT\fO e quindi, esprimendo l'energia elettrostatica attraverso il campo si ha:

(8.12)

Per l'analogo bidimensionale della prima identità di Green (A. 102) si ha:

Osservando che Vi\fO =O in S, \fo = I su CI e \fo =Osu Co e ricordando la (9.8) risulta:

Sostituendonella (8.12) si ottiene la (8.1l). .
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3.9 Cavo coassiale

Il cavo coassiale è costituito da un conduttore cilindrico a sezione circolare coassiale ad un
conduttore esterno, pure circolare (Figura 9.1a). I raggi dei conduttori interno ed esterno sono
indicati con Rj e ~. È evidentela convenienzadi studiare i modi adottandoun sistemadi
coordinate cilindriche.

MODOTEM A causa della simmetria della sezione e della condizione al contorno (8.3b) il
potenziale ')fJdipende solo da R; pertanto la (8.3a) si riduce all'equazione:

Integrando due volte e imponendo le condizioni ')fJ(~) =O,')fJ(Rj)=l si ottiene:

In base alla (8.8), ricordando che 1'\=1201t/-Y€'[Q] si ottiene:

ZO=..2l..1nRe = 60 In Re
21t R R RI I

[Q] (9.1)

L'impedenza caratteristica dipende dal rapporto Re/Rj, così che cavi di dimensioni diverse
possono avere la stessa impedenza caratteristica.
Sostituendo nelle (8.5a) e nella (8.10) si trova:

hO- l
- 21tR UcjJ (9.2)

Se nel cavo è presente il solo modo TEM il campo è dato da:

E

H

a b

Figura 9.1
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E = VO(z)
Rln(R/Ri) uR

H - IO(z)
- 21tR u~

(9.2a)

(9.2b)

In una generica sezione trasversale le linee di forza del campo elettrico e del campo
magnetico hanno l'andamento indicato nella Figura 9.1b. Nell'ambito di una sezione
trasversale, l'andamento di H è identico a quello che si avrebbe se i due conduttori
fossero attraversati da corrente continua. Se si ha solo l'onda che si propaga nel verso
positivo di z l'andamento del campo in un generico istante è quello rappresentato nella
Figura 9.2.

MODITM Lo studio dei modi TM procede all'inizio come nel caso della guida circolare.
Così si perviene all'espressione:

(n = O, 1, 2, ...; P = l, 2, ...)

A differenza di quanto avveniva nella guida, il punto R = O non fa parte della sezione
trasversale; pertanto la singolarità di Nn sull'origine non entra in gioco e non porta a porre
D =O.Le condizionial contornosono:

Le condizioni sono verificate se C e D sono soluzioni del sistema omogeneo:

C e D possono differire da zero solo se il determinate del sistema è nullo:

/ campo elettrico /....

. .J.>

À -J
... .
",

'" . . .
Figura 9.2
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(9.3)

Le radici K'" 1('2'..., K'p'... di questa equazione sono gli autovalori relativi ai modi TM. Le
costanti C, D relative al p-esimo autovalore sono

(9.4)

(dove n =O, l, ...;P = l, 2, ...). La costante Anp deve essere determinata imponendo la
condizione di normalizzazione delle autofunziom. Gli autovalori dipendono dai raggi Rj e
~. Poiché la (9.3) non può essere risolta analiticamente, essi devono essere determinati
numericamente. Si trova che in ogni caso il primo modo TM è il modo TMOI(Figura 9.3).
Si ha:

MODITE Gli autovalori e le autofunzioni vengono determinati procedendo in modo
analogo al precedente. Gli autovalori sono le radici dell'equazione trascendente:

(9.5)

dove l~ e N~ sono le derivate di ln e Nn, Le autofunzioni sono:

(9.6)

dove la costante Bnpviene fissata dalla condizione di normalizzazione. Il primo modo TE è

e h

TMol TE 11

Figura9.3
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il modo TEII (Figura 9.3). Esso è un modo degenere, come l'analogo modo della guida
circolare. La sua lunghezza d'onda di taglio è dell' ordine della lunghezza della circonferenza
media della corona circolare. Infatti si può mostrare che:

Il modo TEII è il primo modo superiore del cavo coassiale. La banda di frequenze in cui
i cavi vengono normalmente utilizzati si estende dalla continua fino a valori minori della
frequenza di taglio del modo TE)).

3.10 Cenni sulle linee contenenti più di un conduttore

Si mostra che una linea schermata dotata di N conduttori interni permette la propagazione
di N modi TEM.I Tali modi si propagano a qualsiasi frequenza con la stessa velocità di fase,
lunghezza d'onda e costante d'attenuazione delle onde piane uniformi. Poiché i modi TEM
hanno tutti la stessa costante di fase, essi possono essere combinati fra loro dando luogo a
nuove N-uple di modi di struttura diversa. Combinando opportunamente i modi è possibile
far sì che la nuova N-upla sia costituita da modi che soddisfano la condizione (7.3). Così le
potenze trasportate dai modi TEM possono essere considerate separatarnente, come per tutti
gli altri modi. Ad esempio, nella cosiddetta "linea bifilare schermata" (Figura 10.1) il modo
"bilanciato" e il modo "omopolare" soddisfano la (7.3) per evidenti ragioni di simmetria. Il
modo "bilanciato" prende questo nome perché le tensioni fra i conduttori interni e il
conduttore esterno (massa) sono opposte. Nel modo "omopolare" invece le tensioni sono
uguali. Combinando opportunamente i due modi si ottengono nuovi modi nei quali le
tensioni dei due conduttori rispetto alla massa possono assumere tutti i possibili valori. Ad
esempio, sommando i campi indicati in figura si ottiene un modo TEM in cui la tensione fra
il conduttore di sinistra e la massa è 2V mentre quella fra il conduttore di destra e la massa
è nulla.

v

Modo
bilanciato

Modo
omopolare

Somma dei
due modi

Figura lO.I

I R.E. Collin, Field Theory ofGuided Waves, McGraw-HiII, 1960, sec. 4.1.
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3.11 Attenuazionenelle guide reali

Nelle guide e nelle linee reali la conducibilità delle pareti è finita, mentre finora si è assunto
che le pareti fossero perfettamente conduttrici. Pertanto, per studiare le guide reali la
precedente teoria dovrebbe essere modificata, considerando come condizione al contorno la
condizione di Leontovic in luogo della condizione di parete elettrica. Questo cambiamento
porterebbe complicazioni notevoli, che però - fortunatamente - possono essere evitate
mediante il procedimento approssimato di seguito esposto ("tecnica perttirbazionale"). La
maggior parte delle successive considerazioni vale sia per le guide che per le linee, anche se
per semplificare il discorso si farà riferimento alle guide. La distinzione fra guide e linee verrà
fatta solo quando sarà necessario.

Nel caso limite Rs ~ O la condizione di Leontovic si riduce alla condizione di parete
elettrica. Pertanto, su basi puramente fisiche, è lecito assumere che, passando al limite, ogni
soluzione delle equazioni del campo trovata sotto la condizione di Leontovic debba tendere
ad una soluzione trovata sotto la condizione di parete elettrica. Se inoltre si assume che tutte
le quantità che caratterizzano la propagazione dei modi nella guida reale (costanti di fase e
d'attenuazione, impedenza caratteristica, vettori modali) siano rappresentabili come serie di
potenze di Rs, si può affermare che, per valori sufficientemente piccoli della resistenza
superficiale, tali quantità differiscono da quelle della guida ideale per piccole quantità,
proporzionali a Rs o a sue potenze ("perturbazioni"). Questa conclusione è accettabile in
pratica, grazie alla piccolezza della resistenza superficiale dei metalli usati nelle guide
d'onda.

Le perturbazioni sono importanti solo sulle quantità che, nel caso ideale, sono piccolis-
sime o nulle. Se si considera un modo che si propaga a frequenze non troppo vicine alla
frequenza di taglio, l'unica di queste quantità è la costante di attenuazione, che nel caso del
conduttore perfetto è dell' ordine dell' angolo di perdita del mezzo. Dunque, afrequenze non
troppo vicine alla frequenza di taglio, l'unica quantità che risente sensibilmente della
conducibilitàfinita delle pareti è la costante d'attenuazione del modo, mentre la costante
difase e l'impedenza caratteristica sono praticamente uguali nella guida reale e in quella
ideale)

Dunque si assume che in un modo che si propaga in una guida reale a frequenze non troppo
prossime alla frequenza di taglio, l'unica correzione da apportare alle formule trovate nei
paragrafi precedenti consista nel porre

(11.1 )

dove ac rappresenta la perturbazione dovuta alla conducibilità finita del conduttore, mentre
ad rappresenta la costante di attenuazione dello stesso modo nella guida ideale (ad è data
dalla (3.12b) nel caso dei modi TE e TM, e dalla (3.1) del Capitolo 2, nel caso dei modi TEM
delle linee). Pertanto, supponendo che il modo sia costituito da una sola onda che si propaga
nel verso positivo di z, la tensione e la corrente modale hanno la forma:

I In prossimità della frequenza di taglio la costante di fase è dello stesso ordine della costante
d'attenuazione, sicché l'effetto della conducibilità finita delle pareti è importante anche per la costante
di fase (vedi Equazione 3.11).
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dove,alsolito,Zcindica genericamente l'impedenza caratteristica del modo considerato. La
potenzache attraversa la sezione trasversale di ascissa z è :

"
\,

Derivando rispetto a z si ottiene:

(11.2)

Ilprimomembro rappresenta il decremento per unità di lunghezza della potenza transitante
nellaguida, nell'intorno dell'ascissa z. Esso è uguale alla potenza dissipata per unità di
lunghezzanella guida. Pertanto si può scrivere:

dove Wc e Wdsono le potenze dissipate per unità di lunghezza nel conduttore e nel
dielettri-corispettivamente, nell'intorno della sezione di ascissa z. Sostituendo nella
(11.2) si ottiene: I

(11.3)

Dallaprima espressione si ricava:

Wc
ac =2P (11.4)

Sesiè capacidi calcolareWcla precedenteespressionepermettedi determinarea.c'
LaFigura Il.1 rappresenta un tronco di guida compreso fra le sezioni trasversali poste alle

ascissez e z + dz. La potenza dissipata nella parete conduttrice è (vedi Equazione 6.6,
Capitolo2):

~SdZJIJidC
c

dacui, dividendo per la lunghezza dz:

l Se CXce a.t sono note, queste espressioni permettono di calcolare la quantità di calore sviluppata nella
guida per unità di tempo e di lunghezza in funzione della potenza trasmessa dal modo. Tale calcolo è
richiesto nella progettazione delle guide che trasportano potenze elevate.
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~
z

Figura I 1.1

l
"
Il

Poiché la potenza che attraversa la guida è:

"
dalla (12.4) si ottiene:

~Ii
(11.5)

"

I
Il

I~
I

In questa formula Js è la densità della corrente superficiale sulla parete conduttrice in
corrispondenza della stessa sezione in cui viene considerata la corrente I. Nella guida reale
Js differisce dal valore nella guida ideale per un termine perturbativo. Pertanto nel calcolo
della (11.5) è lecito sostituire la densità di corrente nella guida ideale, compiendo un errore
trascurabile. Gli esempi seguenti chiariscono l'uso della (11.5).

'"
1/

CALCOLODI(XcPERILMODOTEMNELCAVOCOASSIALE Nel cavo coassiale il contorno
C è costituito dalle circonferenze di raggio Rj e Re (Figura 9.1a). La densità di corrente ha
come unica componente quella secondo z e, a causa della simmetria del modo considerato,
essa è uguale su tutto il contorno. Si ha:

Js =~Uz (cond. interno)
2nRj

I
J ---uz

s - 2nRe
(cond. esterno)

Pertanto:

Illl2dC= 1112 2nR + 1112 2nR =~
[

l+ Re
)

s
(2nR )

2 l
(2nR )2 e 2nR R

e l e e l
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Per la (9.1) si ha:

Sostituendo nella precedente espressione e utilizzando la (11.5) si ottiene:

(11.6)

Si nota che a parità di conduttore, di dielettrico e di impedenza caratteristica l'attenuazione
diminuisce al crescere di~, cioè delle dimensioni del cavo. Inoltre l'attenuazione dipende
dal rapporto ZO/TIe diviene molto elevata sia quando questo rapporto è molto basso (Rj :::::Re),

sia quando esso è molto alto (Rj«Re)' Con idielettrici normalmente usati nei cavi (esempio
teflon, polietilene) l'attenuazione è minima quando l'impedenza caratteristica è prossima a
una cinquantina di ohm.1 Si nota infine che <Xcè proporzionale a Rs; pertanto all'aumentare
della frequenza <Xccresce proporzionalmente a ...Jf.

Nei comuni cavi il conduttore interno è separato da quello esterno da un dielettrico a bassa
perdita. Quindi l'attenuazione comprende anche il termine

(Il. 7)

All'aumentare della frequenza ad cresce molto più rapidamente di ac' così che l'attenuazione
dovuta alle dissipazioni nel dielettrico diviene preponderante oltre una certa frequenza
(tipicamente qualche gigahertz). Per questa ragione, nella banda delle microonde e nelle
applicazioni in cui l'attenuazione è importante (trasmissione di potenze molto alte o molto
basse), i cavi vengono soppiantati dalle guide, che possono essere realizzate senza usare
dielettrici.

CALCOLO DI <XcPER IL MODO TEJO NELLA GUIDA RETIANGOLARE Sulle pareti y =Oe
y =b si ha (vedi formule del Paragrafo 6.1):

~( À2"

)
-- -+ - -+ - . 1tX- '---1Q... 1tX

Js-+uyxH-_(uzHx uxHz)-_1 uzsm uxJ cos. ab a 2aTl a

Invece sulle pareti in x =O e x =a si ha:

~ À,Z"- .I - ---1Q...
Js =+ux x H =:tuyHz - UyJ ab 2aTl

I I cavi commerciali hanno impedenze caratteristiche generalmente comprese fra 30e90 Q.

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight



158 Capitolo 3

Sostituendo nella (11.5) si ottiene:

2 Rs f
a

[

. 21tX

(
AZ'io

)
2 21tX

]d

RsZ'jo ')..2a. =-- SIn -+ - cos - X+
e ab Z" a 2aTl a 2a31"12

lO o 'I

Eseguendo il calcolo dell'integrale si trova:

(fe =v/2a)

L'andamento dell'attenuazione è indicato in
Figura Il.2.
Esso è caratterizzato da un minimo e da una

forte crescita in prossimità della frequenza di
taglio. Questo andamento è comune a quasi
tutti i modi delle guide d'onda)
A causa della forte attenuazione le guide non
vengono quasi mai usate in prossimità della
frequenza di taglio.

3.12

(11.8)

...,,..
I

I

I

I

I

I

l

I

(~
fc

.
f

Figura 11.2

Sviluppo modale di un campo assegnato

Se Er e HT sono assegnati su una certa sezione è possibile determinare tutte le tensioni e le
correnti modali. Si ha infatti:

Vi =fET .ei dS
s

li =f HT . hi dS
S

(12.1)

La semplice dimostrazione è basata sulla (7.3). Si ha ad esempio:

f e. .E T dS =f e.. ~ V.e. dS= ~ V.f e. 'e. dS= ~ v. o.. = V.
1 I~JJ ~J IJ ~JIJ 1

S S j j s j

Le (12.1) sono di importanza fondamentale per lo studio dei circuiti in guida d'onda. I
seguenti esempi danno un'idea del loTOuso.

I Una interessanteeccezioneè costituitadai modi TEopnellaguida circolare, lacui attenuazione decresce
al crescere della frequenza senza presentare minimi (vedi Ramo, Whinnery, Van Duzer, Fields and
Waves in Communication Electronics, J. Wiley & Sons, N.Y. 1967, § 9.05).
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ESEMPIO 1: DETERMINAZIONE DEL CAMPO IN UNA GUIDA ADATTATA, NOTO UNO DEI

CAMPITRASVERSALI SULLA SEZIONE INIZIALE Si consideri la guida d'onda rappresen-

tata inFigura 12.1a.La guida comunica a sinistra con una regione contenente le sorgenti del
campo,ed è indefinita a destra. Poiché la potenza proviene dalle sorgenti, le sole onde da
consideraresono quelle che si propagano verso destra. In pratica questa situazione viene
realizzatacollegando la guida ad un "carico adattato" (Figura 12.1b), cioè a una opportuna
strutturacheassorbe l'energia incidente senza provocare riflessioni. Le tensioni e le correnti
modalihanno la forma:

v.+ -y.zI. =-Le I
I Zi

(12.2)

SiaEoil campo elettrico trasversale sulla sezione A (z =O).Se, come è indicato in figura,
lasezionein questione è prossima alla zona di raccordo fra la regione delle sorgenti e l'inizio
dellaguida l'andamento di Eo è influenzato dalla forma del raccordo e non coincide con la
strutturadi alcunodei vettori modali. Però in base a quanto detto precedentemente è sempre
possibileoperare lo sviluppo moda1e:

dove

vt = J Eo . ei dS
s

(12.3)

Sostituendonelle (12.2) i coefficienti così trovati vengono determinate le tensioni e le
correntialladestra di A. Infine, mediante le (2.14) si può rappresentare il campo in tutta la
guida,daA all'infinito (o alla sezione B in cui inizia il carico adattato). Allo stesso risultato
sipuòpervenirepartendo dalla conoscenza del campo magnetico trasversale (Ho). Inquesto
casoi coefficienti incogniti vengono trovati utilizzando l'espressione:

(12.4)

~ =o
zona I
delle

sorgenti I ~

~

terminazione

adattata
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sorgenti I~
I

A B
a b

Figura 12.1
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Se alla frequenza di lavoro si propaga il solo modo dominante, le tensioni e le correnti di
tutti i modi superiori presenti nella sezione A decrescono esponenzialmente man mano che
ci si sposta verso destra. Al crescere della distanza da A il contributo dei modi superiori
diviene trascurabile e il campo assume la forma del modo dominate puro. La Figura 12.2
illustra quanto detto. Essa rappresenta la sezione longitudinale di una guida d'onda
rettangolare che permette la propagazione del solo modo TEIO' La guida comunica con la
zona delle sorgenti attraverso l'apertura lasciata libera da un diaframma metallico. Le linee
orientate rappresentano il campo elettrico "fotografato" in un certo istante. La discontinuità
introdotta dal diaframma nella geometria cilindrica della guida provoca una distorsione delle
linee di forza, la cui forma a ridosso del diaframma non coincide con quella di alcun modo.
Man mano che ci si allontana dal diaframma le linee di forza tendono ad assumere la forma
tipica del modo TE IO'La distorsione delle linee di forza in prossimità del diaframma dipende
dai modi evanescenti.

ESEMPIO 2: RELAZIONE FRA I CAMPI TRASVERSI IN UNA GUIDA ADA TI ATA Si è visto che

in una guida adattata il campo viene determinato se è assegnato uno dei campi trasversali su
una certa sezione. Ad esempio, assegnato HT viene determinato Er. Infatti sulla sezione di
ascissa z, risulta:

Uz x E(x, y, z) = Uz x ET(x, y, z) = u~ x I.Yi (z) ei (x, y) =
i

I

1\I

f
LVi (z) Uz x ei (x, y) =LZj li (z) hi (x, y) =

i i

I
I
I
I

Lhj (x, y)Zj fHT(x', y', z). hi (x', y' )dx' dy' =
i S

f(LZihi(X,y)hi(X', y'».HT(x', y', z)dx'dy'
s i

Pertanto si può scrivere:

uzxE(x,y,z)= f~(X,y,x', y').HT(x', y', z)dx'dy'
s

(12.5)

zona dei campi
evanescenti

'A

modo TEj O puro "V'v.-

[[]
.. .

Figura 12.2
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doveZ.è un tensore che, in coordinate cartesiane, corrisponde alla seguente matrice: l

(12.6)

ESEMPIO3: DETERMINAZIONEDEL CAMPO IN UN TRONCO DI GUIDA, NOTO UNO DEI
CAMPITRASVERSISULLESEZIONETERMINALI Il tronco di guida ha lunghezza L (Figura
12.3). Sononoti - ad esempio - i campi elettrici trasversali Eo e EL sulle sezioni terminali
z =Oe z = L. Per il modo i-esimo si ricava:

Vi(O)=fEo .ei dS
s

z=o
I
I

E 41
o Il

!
I. L

z=L
I
I

:t EL
!
I.Vi(L)= fEL .ei dS

s

Figura12.3

Pertanto,considerando l'espressione generale della tensione modale, in cui figurano le due
ondepropagantesi in verso opposto, si ha:

v.+ + V- = V (O)I I I

v.+ e-YjL + V- e'rjL = V. (L )I I I

Risolvendo questo sistema vengono determinate le costanti vt e Vi. La risoluzione è sempre
possibile se il determinante differisce da zero. Si lascia al lettore di verificare che l'esistenza
della soluzione è garantita se si considerano le perdite. Se invece la guida è senza perdite il

determinate si annulla nelle situazioni particolari in cui risulta L =nAg/2 (n = 1, 2, ...).
In queste situazioni esistono infinite soluzioni, a patto che le tensioni VlO) e Vi(L) siano
opposte (quando n è dispari) o uguali (quando n è pari).2 Questo risultato verrà riconsiderato
nelcapitolo successivo, nella discussione generale sulle condizioni al contorno nei problemi
di elettromagnetismo.

I È più compatta la seguente rappresentazione diadica (vedi Appendice A): Z. = L Zj hj(x, y) hj(x', y').
i

2 Seciò non avviene i dati del problema (Eo e EL) sono in contrasto con la realtà fisica, perché ad essi
noncorrisponde alcuna soluzione delle equazioni del campo.
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Nellostudiodell' effetto pelle e della propagazione guidata si è già avuto modo di constatare
comelecondizioni al contorno siano essenziali per identificare la soluzione di un problema
specifico.In effetti, perché un problema qualsiasi sia posto correttamente è necessario che
le condizioni al contorno siano sufficienti a identificare una soluzione unica. Questo
argomentoè discusso nel Paragrafo 2, facendo riferimento ad una forma generalizzata delle
equazionidi Maxwell, introdotta nel Paragrafo l.

NelParagrafo 3 si mostra che le condizioni al contorno di un problema possono essere
modificatea patto di introdurre opportune sorgenti fittizie (sorgenti equivalenti), poste sul
contornodella zona d'interesse. Così è possibile trasformare il problema originario in un
problemadiverso, che ha soluzione identica a quella cercata. L'introduzione delle sorgenti
equivalentirende più rapida la soluzione di certi problemi.

Il Paragrafo 4 tratta il teorema di reciprocità, che ha grande importanza nella teoria
dell'elettromagnetismo.Gli esempi considerati negli ultimi due paragrafi servono a dare una
primaideadell'utilità dei concetti esposti in precedenza.

4.1 Correnti magnetiche

l teoremidiscussi in questo capitolo fanno riferimento alle seguenti equazioni differenziali:

"il x H =jm c E + Jo (l.la)

- "ilx E = jm Il H + Ma (l.lb)

dove Mo rappresenta un campo impresso, analogo a Jo, ma privo di significato fisico. È
evidente che queste equazioni si riducono alle normali equazioni di Maxwell quando si pone
Mo=O. Perquestaragioneessepossonoesserechiamate"equazionidi Maxwellgeneraliz-
zate". Naturalmente le equazioni generalizzate possono essere scritte anche per i mezzi
anisotropi,considerando permeabilità tensoriali. Il vettore Mo [V/m2] prende il nome di
"densitàdella corrente magnetica". L'introduzione delle correnti mag~etiche è utile per
ampliarele possibilità di scelta delle sorgenti equivalenti.

Si vedrà successivamente che molto spesso è utile considerare sorgenti equivalenti
costituiteda lamine di corrente magnetica di densità Ms [V/m]. Con ragionamenti analoghi
a quellisvolti nel Paragrafo 3 del Capitolo l si vede che, per coerenza con le equazioni di
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164 Capitolo 4

Maxwell generalizzate, il campo deve essere discontinuo anche sulle lamine di COlTente
magnetica. Si trova inoltre che le condizioni sui campi tangenziali devono essere generaliz-
zate come segue:

(1.2a)

(1.2b)

Il
4.2 Condizionial contorno, teorema di unicità

Si voglia determinare il campo in una regione V (Figura 2.1) in cui si conosce il mezzo e le
eventuali sorgenti. È chiaro che questi soli dati sono insufficienti, perché il campo dipende
anche dal mezzo e dalle sorgenti all' esterno della regione considerata. Pertanto, affinché il
problema sia posto cOlTettamente, bisogna fornire ulteriori dati che, in qualche modo,
pennettano di tener conto del mondo circostante. Essi sono forniti assegnando le "condizioni
al contorno", consistenti nel fissare i valori assunti sulla superficie Sy da certe componenti
del campo, ovvero - più in generale - da certe quantità ad esse collegate. Le condizioni al
contorno devono essere sufficienti ad assicurare l'unicità della soluzione delle equazioni del
campo. Esse però non devono pOlTevincoli sovrabbondanti, pena l'inesistenza della
soluzione.

L'Esempio 3 riportato nel Paragrafo 12del capitolo precedente pennette di concretizzare
questo concetto. Per determinare il campo nel tronco di guida di lunghezza L indicato nella
Figura 12.3, si considerava innanzi tutto la sua rappresentazione mediante lo sviluppo
modale; sebbene lo sviluppo soddisfacesse la condizione al contorno sulla parete della guida,
il campo non era determinato fino a quando non venivano trovate le tensioni dei vari modi.
A questo scopo era necessario assegnare le condizioni al contorno anche sulle sezioni
terminali (nell'esempio i campi elettrici trasversali Eo ed EL). Così si perveniva ad una
soluzione unica, purché la guida fosse dissipativa. Nel caso della guida senza perdite le
tensioni non potevano essere determinate per i modi con lunghezza d'onda uguale ad un
sottomultiplo di 2L; in questo caso infatti, la soluzione esisteva solo se Eo ed EL soddisfa-
cevano particolari condizioni, ma non era unica. Dunque, escludendo il caso senza perdite,
il campo veniva determinato ovunque, avendo assegnato la condizione di parete elettrica
sulla parete conduttrice e i valori del campo elettrico tangenziale sulle sezioni terminali. Se

v n

Figura 2.I
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oltrea queste condizioni ne fossero state assegnate altre (ad esempio il valore di Ez o di
qualchecomponente di H) la soluzione sarebbe stata impossibile. Infatti, il campo veniva
univocamentedeterminato in tutta la guida solo in funzione di Eo ed EL e, quindi, anche i
valorial contorno di H e di Ez venivano univocamente determinati in funzione degli stessi
dati.Pertanto,dopo aver assegnato i valori di Eo e di EL' non sarebbe stato lecito assegnare
arbitrariamenteulteriori condizioni su Ez e/o su una o più componenti di H, perché queste
condizioni- in genere- sarebbero state incompatibili con le prime.

Tornandoalla discussione generale, si potrebbe pensare che, determinando sperimental-
menteivaloridel campo al contorno, sia lecito assegnare condizioni sovrabbondanti, perché
ivalorichesi hanno nella realtà sono certamente compatibili. Basta però pensare al fatto che
i risultatidell'esperienza sono sempre affetti da errori per rendersi conto della illusorietà di
questoragionamento. Dunque, in ogni caso, un problema è "ben posto" se le condizioni al
contornonon sono sovrabbondanti.

Di solitole condizioni al contorno sono assegnate sulle componenti tangenziali di E e di
H.Essepossono avere la stessa forma su tutto il contorno o assumere forme diverse. Indicata
con S una parte del contorno (eventualmente coincidente con tutta la superficie Sv)' le
condizionisono espresse in modo molto generale da espressioni del tipo:

(2.la)
su S

(2.lb)

doveV e W rappresentano vettori tangenziali assegnati, E, e H, sono i campi tangenziali, n
è la normaleuscente dalla zona in cui si vuole determinare il campo, Z e :rrappresentano
-nelcasopiùgenerale- operatori lineari che trasformano un campo tangenziale definito su
S in un altro campo tangenziale definito sulla stessa superficie. Inoltre Ze ygodono della
seguenteproprietà: detti e, e h, due campi tangenziali scelti arbitrariamente su S risulta
sempre:

Re J h i . Z h, dS ~ O
s

(2.2a)

Re J e i . y e, dS ~ O
s

(2.2b)

Le (2.1) comprendono come casi particolari le seguenti condizioni, che sono le più
comuni:

. Assegnazione del campo elettrico tangènziale:

nxE=V

. Assegnazione del campo magnetico tangenziale:

Hxn=W
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. Condizione di parete elettrica:

nxE=O

. Condizione di parete magnetica:

nxH=O

. Condizione d'impedenza (çè uno scalare con parte reale non negativa, detto "impedenza
della parete"):

nxE=çHt

. Condizione d' ammettenza (v èuno scalare con parte reale non negativa, detto "ammettenza
della parete"):

Hxn=vEt

Le condizioni al contorno vengono dette "omogenee" se V e W sono nulli, "inomogenee"
in caso contrario. Esempi di condizioni omogenee sono la condizione di parete elettrica
(magnetica) e la condizione di impedenza (ammettenza).

. Nelle condizioni d'impedenzalammettenza gli operatori Z e :ysono di tipo algebrico, ma questa
non è una regola generale. Ad esempio, facendo riferimento alla Figura 12.1 del capitolo precedente,
se si desiderasse studiare il campo nella zona delle sorgenti, la condizione al contorno da imporre sulla
sezione A sarebbe la (12.5) del Capitolo 3, che è una relazione del tipo

nxE=zHt (2.3)

in cui Z rappresenta l'operatore integrale:

ZHt =J~(x, y, x', y'). H,(x', y' )dx' dy'
s

.
Vale il seguente

TEOREMA DI UNICITÀ: Sia V una regione dello spazio, delimitata da N supeifici SI' S2' ...,
SN e contenente un mezzo dissi pativo. Se esiste una soluzione delle equazioni di Maxwell che
- su ciascuna supeificie - soddisfa una condizione al contorno del tipo (2. la) o (2.lb), tale

soluzione è l'unica dotata di questa proprietà.

. DIMOSTRAZIONE Per brevità la dimostrazione viene svolta nel caso in cui il mezzo è
isotropo e nell'ipotesi che su tutto il contorno Svvalga una condizione del tipo (2.la). Procedendo
per assurdo si suppone che possano esistere due campi distinti (EI , HI) e (E2 , H2) che, oltre a
soddisfare le (1.1) e (1.2) soddisfano anche la condizione al contorno assegnata. Basta mostrare
che le differenze

sono necessariamente nulle per concludere che l'ipotesi è assurda.
Scrivendo le (1.1) e (1.2) per i due campi, sottraendo le equazioni corrispondenti e ricordando che

le sorgenti sono uguali per entrambi i campi, si vede che e e h soddisfano le seguenti equazioni:
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V' x h = jro e e v x e= -jro Il h (2.4a)

nx(l4-hJ=O (2.4b)

(ledueultimerelazioni valgono sulle lamine di corrente e sulle superfici di discontinuità del mezzo,
qualoraesse siano presenti nella regione considerata). Inoltre, scrivendo la (2.la) per i due campi,
sottraendole due relazioni e osservando che V è uguale nei due casi, si ottiene la condizione omogenea

(2.5)

Le (2.4) hanno la forma delle equazioni di un campo monocromatico che non ha sorgenti in V. Per
talecampo vale il bilancio delle potenze attive (Capitolo I, Equazione 10.3), che assume la forma:

(2.6)

A causa della (2.5) si ha:

exh*. n= h* .nxe=h*. zh

e quindi,per la (2.2a) l'ultimo integrale non può essere negativo. Dunque deve aversi:

J (
£o£"~+ Iloll" Ihl2

)
dV ~ O

v 2 2

Poichél'integrando non può assumere valori negativi, la precedente condizione può essere verificata
soloseeeh sononulliovunque. .

Il teoremadi unicità cade in difetto quando il mezzo è senza perdite, come era prevedibile
sulla base dell' esempio considerato nella discussione preliminare. In questo caso, pur
avendoassegnatole condizioni sulle componenti tangenziali può accadere di avere più di una
soluzione.Per eliminare le soluzioni spurie, basta assumere che l'unica soluzione significa-
tiva sia quella che sussiste quando il mezzo viene considerato dissipativo, con E" e Il'' non
nullima piccoli a piacere.

Il teoremaè stato dimostrato nell' ipotesi che la regione V fosse limitata. Nel Paragrafo lO
delCapitolo7si vedrà che il teorema vale anche in regioni illimitate, purché il comportamen-
to del campo all'infinito soddisfi certe condizioni.

4.3 Lamine equivalenti

I problemicon condizioni al contorno inomogenee possono essere trasformati in problemi
concondizioniomogenee introducendo a ridosso del contorno sorgenti fittizie, costituite da
lamine di corrente magnetica o elettrica di densità V o W. La Figura 3.1a illustra la
trasformazionenel caso di una superficie su cui vale una condizione del tipo (2.1a). La
condizionealcontornovienetrasformatanellacondizioneomogenean x E =Z Ht; però la
laminaintroduce una discontinuità su n x E, che passa dal valore Z Ht al valore Z Ht + V,
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come richiesto dalla condizione originaria. La Figura 3.1b illustra la trasformazione nel caso
di una condizione del tipo (2.1b). È chiaro che, con questa trasformazione, le condizioni al
contorno nella regione racchiusa dalle lamine sono proprio quelle desiderate e che quindi -
per il teorema di unicità - il campo nella zona di interesse non viene modificato dalla
trasformazione.

In particolare, se nel problema originario le condizioni al contorno consistono
nell'assegnazione del campo elettrico tangenziale (Z =O)o del campo magnetico tangen-
ziale (9'"=O),valgono le equivalenze indicate in Figura 3.2.

Le lamine sono sorgenti fittizie che danno luogo ad effetti equivalenti alle condizioni al
contorno originarie. Esse costituiscono un esempio di sorgenti equivalenti.

Un altro tipo di equivalenza è illustrato nella Figura 3.3. Sia E, H il campo generato nella
regione V dalle correnti impresse Jo sotto certe condizioni omogenee assegnate sul contorno
Sv (Figura 3.3a). Si supponga di suddividere V in due parti, V' e V", la prima delle quali
racchiude le sorgenti. Il campo E, H nella regione V" può essere determinato considerando
la situazione di Figura 3.3c, dove le sorgenti effettive esistenti in V' sono state sostituite da
una lamina di corrente elettrica posta sulla superficie di separazione fra V' e V". La densità
della corrente superficiale è

Js=nxH'

dove H' è il campo magnetico che verrebbe generato da Jo nella regione V' se si ponesse una
parete elettrica sulla superficie di separazione fra V' e V" (Figura 3.3b). Le successive
considerazioni mostrano che il campo generato dalla lamina nella regione V" è proprio E,
H.

. Poiché i campi (E, H) e (E', H') soddisfano le equazioni di Maxwell, hanno le stesse sorgenti e
sono soggetti alla stessa condizione omogenea su Sv, le differenze

E = E - E' H = H - H'

nxE=ZHt

'I
n n n n

Ms = V Js = W

nxE=ZHt+V

a b

Figura3.1
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nxE = V parete
elettrica

Hxn = W parete
magnetica

Figura 3.2

(definite nella regione V', vedi Figura 3.3c) soddisfano le equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti
e sono soggetti alla stessa condizione su Sy. Dunque i campi indicati nella Figura 3.3c (dove non esiste
Jo) soddisfano sia le equazioni di Maxwell che le condizioni al contorno su Sy.Inoltre la discontinuità
alla superficie di separazione fra V' e V" è in accordo con le (1.2). Infatti si ha:

o x (E - E) =-o x E' = O (o x E' è nullo per la condizione di parete elettrica, vedi Figura 3.3b)

ox(H-H)= ox H'=Js

In conclusione il campo indicato nella Figura 3.3c soddisfa le equazioni di Maxwell, le condizioni
sulla lamina e le condizioni al contorno; pertanto esso è il campo generato dalla lamina nelle
condizioni di Figura 3.3c. In particolare, nella regione V", il campo è identico a quello generato da
Jo. ..

v - "
"

V" \
\
I
I
I
I

/
.--// -,L

j

J5 =n x H'parete elettrica

a b c

Figura 3.3
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Un tipo di equivalenza analogo al precedente richiede di sostituire le sorgenti effetti ve con
una lamina magnetica di densità

Ms=E'xn

(vedi Figura 3.4c). In questo caso, però, il campo E' è quello che Jo genera in V' quando si
pone una parete magnetica all'interfaccia fra V' e V".

Nelle equivalenze descritte nelle Figure 3.3 e 3.41e sorgenti effettive vengono rimosse e
sostituite da sorgenti fittizie, senza alterare né il mezzo né le condizioni al contorno. La
sostituzione è analoga a quella che, nella teoria dei circuiti, permette di sostituire i generatori
reali con generatori equivalenti (teoremi di Thevenin e di Norton). L'analogia diverrà più
evidente nel capitolo successivo, dove le equivalenze in questione verranno utilizzate per
giustificare l'uso dei generatori equivalenti nello studio dei circuiti ad alta frequenza.

4.4 Teorema di reciprocità

Si consideri una regione V in cui il mezzo è isotropo, ovvero anisotropo, ma con tensori di
perrneabilità simmetrici. Siano E', H' e Eli,H" due diversi campi monocromatici della stessa
frequenza, generati nella regione V da due diversi sistemi di sorgenti, indicate da Jò, Mò e
Jo, Mi) rispettivamente (Figura 4.1).
Vale la seguente relazione (TEOREMADI RECIPROCITÀ):

I
I~

I

Il fE' xH".ndSy + f (E'. Ji) -H'.Mi) dV =
Sy v

(4.1)

~

=f Eli X H' .ndSy + f (E:'. Jò-H".M'o) dV
Sy v

a

---,"
V" \

\

I
I
I

I
/

...//

parete magnetica Ms =E o x n
Cb

Figura3.4
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J~
;I

M~\

n
~

a b

Figura 4. 1

IIteorema vale anche quando le sorgenti sono costituite da lamine; in questo caso gli integrali
di volume vengono rimpiazzati da integrali estesi alla superficie delle lamine.

. DIMOSTRAZIONEPer brevità ci si limita a considerare il caso di mezzo isotropo e di
sorgentidistribuite nel volume. I campi generati dai due sistemi di sorgenti soddisfano le
equazionidi Maxwell:

v x H = jO>£E' +Jo - \7 x E' = jro~H +Mo (4.2a)

(4.2b)VxH"= jO>£E"+J'O - \7x E"= jro~H"+M'O

Moltiplicandoscalarmente la prima delle (4.2a) per E" e la seconda delle (4.2b) per H' si ottiene:

E".VxH'= jO>£E".E'+E".Jo

-H'-Vx E"= jro~H'.H"+H'.Mo

Sommandole due equazioni e ricordando l'identità H' . \7 x E" - E" . \7 x H' = \7 . (E" X H') si ha:

- V. (E"xH') = jro(eE".E'+~H'. H")+ E". Jo +H'. M'O (4.3)

Analogamente,partendo dalle altre due equazioni di Maxwell, risulta:

- V.(E'xH")= jro(eE' .E"+~H".H)+ E' .J'o+ H".Mo (4.4)

Sottraendole (4.3) e (4.4), grazie alla commutabilità dei prodotti scalari si ha:

V.(E'xH")- V.(E"xH)= E". J'o+H. M'ò- E'. J'o- H".Mo

Integrandonel volume e applicando il teorema della divergenza si ottiene la (4.1). .

II teoremadi reciprocità costituisce un potente strumento della teoria dell'elettromagne-
tismo.Esso può venire usato per dedurre altri teoremi, ovvero per calcolare i campi generati
dacerte sorgenti in un certa regione, partendo da altri campi già noti, prodotti nella stessa
regioneda sorgenti diverse. I seguenti paragrafi illustrano i due tipi di applicazione.
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4.5 Simmetria della matrice di ammettenza di una giunzione

Viene detta "giunzione" una regione racchiusa da un conduttore metallico che comunica con
l'esterno attraverso due o più guide d'onda (o linee di trasmissione). Dentro la giunzione non
si hanno sorgenti; il mezzo può essere omogeneo o inomogeneo, e può comprendere altri
conduttori. Le proprietà generali delle giunzioni sono importanti nella teoria dei circuiti a
microonde, dato che i componenti circuitali (filtri, attenuatori, divisori di potenza, ecc.) sono
c1assificabili come giunzioni.

La Figura 5.1 rappresenta schematicamente una giunzione fra due guide. Alla frequenza
di lavoro le guide permettono la propagazione del solo modo dominante, cosicché i modi
superiori danno luogo a campi evanescenti localizzati in prossimità delle zone in cui le guide
sono collegate al corpo centrale della giunzione. Oltre che dalle pareti conduttrici il contorno
è delimitato dalle sezioni trasversali delle guide che costituiscono le cosiddette "porte". Esse
sono sufficientemente discoste dalle zone in cui i campi evanescenti hanno intensità
apprezzabile, così da poter assumere che, sulle porte, il campo abbia la conformazione del
modo dominante. Nella caso della Figura 5.1 si hanno due porte, indicate con Sl e S2' Nelle
due guide i versi positivi sono quelli entranti nella giunzione; essi sono quelli dei versori Ul
e u2' corrispondenti - per ciascuna guida - al versore Uzconsiderato nella teoria del capitolo
precedente. Sulle porte i campi trasversali hanno la forma

(sulla porta 1) (5.1a)

(sulla porta 2) (5.lb)

dove e l' h l ed e2,h2 sono i vettori modali relativi ai modi dominanti delle due guide e V l'
I l' V2' 12sono le tensioni e le correnti sulle porte.

Il campo all'interno di una giunzione è determinato dalle condizioni al contorno. Poiché
la condizione sulla parete metallica è omogenea, il campo dipende solo dalle tensioni V I e
V2; infatti, fissare le tensioni equivale a fissare i campi elettrici tangenziali alle porte e,
quindi, a definire completamente le condizioni al contorno. In particolare a ogni coppia di

n

SII-UII

Figura 5.1
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tensioni corrisponde una coppia di campi trasversali HTI, HT2'e quindi una coppia di correnti
Il e 12.La dipendenza delle correnti dalle tensioni è certamente lineare poiché il mezzo
all'interno della giunzione è lineare. Pertanto, per qualsiasi giunzione a due porte esistono
certi coefficienti complessi YII, Y12,Y21,Y22, dipendenti dalla frequenza, tali che:

(S.2a)

12 = Y21 V I + Y22 V 2 (S.2b)

I parametri Yijprendono il nome di "parametri d'ammettenza" della giunzione. Analoghe
relazioni possono essere scritte per una giunzione a N porte.

I parametri d' ammettenza sono gli elementi di una matrice detta "matrice d' ammettenza".
La matrice d' ammettenza caratterizza completamente il comportamento della giunzione per
quanto riguarda la trasmissione dei segnali fra le porte. Il teorema di reciprocità permette di
mostrare che la matrice d' ammettenza di qualsiasi giunzione contenente un mezzo isotropo
è simmetrica. I

. DIMOSTRAZIONE La dimostrazione fa riferimento ad una giunzione a due porte, ma può essere
estesa al caso di un numero di porte arbitrario. Si considerino le due situazioni indicate in Figura 5.2a,
b. Nella Figura 5.2a la porta S2è chiusa da un piano conduttore (perfetto) e la giunzione è alimentata
attraverso la porta SI da certe sorgenti esterne. Il campo che si ha in questa situazione è indicato da
Ea, Ha. I campi trasversi sulle porte sono:

(5.3)

Inoltre, per la (5.2b) si ha:

(5.4)

a
V2 =0

~ *0

b
VI=O

I~*O

a b

Figura 5.2

l La matrice è simmetrica anche nel caso in cui dentro la giunzione si hanno materiali anisotropi, purché
con tensori di permeabilità simmetrici. In alcuni componenti a microonde le limitazioni derivanti dalla
simmetria della matrice d'ammettenza vengono deliberatamente evitate includendo nella giunzione
materiali giromagnetici (ferriti magnetizzate), per i quali non vale il teorema di reciprocità.



r

174 Capitolo 4

Nella Figura 5.2b la porta SI è chiusa da un piano conduttore e la giunzione è alimentata attraver.
so la porta S2' Il campo ch~si ha in questa situazione è indicato da Eb, Hb. I campi trasversisullepor.
te sono:

(5.5)

Inoltre per la (5.2a) si ha:

I~ =Y12 V~ (5.6)

In entrambe le situazioni sulla parete conduttrice vale la condizione di Leontovic. Pertanto:

(5.7)

Per il teorema di recipf()(;ità si ha:

JE~lXH~I'(-Ul)dSl+ JE~2XH~z'(-U2)dSz+ JEaxHb.ndSe=
s, S2 ~

J E~l xH~l,(-ul)dSI + J E~2xH~z .(-uz)dSz + J Eb xHa .ndSc
s, 52 ~

dove Se indica la parete conduttrice. Tenendo conto delle (5.3) e (5.5) e ricordando la (7.3) del capitolo
precedente si ha:

I due integrali si elidono perché gli integrandi sono uguali a causa delle (5.7). Pertanto, tenendo conto
delle (5.4) e (5.6) risulta:

ovvero

Dunque la matrice d'ammettenza è simmetrica. .

4.6 Campo generato da sorgenti agenti in una guida d'onda

Si vuole determinare il campo E, H generato in una guida da una sorgente elettrica localizzata
in un volume Vo (Figura 6.1). La guida è adattata a destra ed è delimitata a sinistra da unpiano
conduttore posto sulla sezione trasversale di asci5sa z =O. Il campo deve essere determinato
solo nella regione alla destra della sorgente (z> d). A questo scopo basta trovare le tensioni
modali dei modi TM e TE (indicate da Vi e V'i rispettivamente). Poiché la guida èadattata
a destra, nella regione considerata le correnti sono date da

l'; = V'i/Z'; (6.1)

I
I
!
i
!
r
i
ì

I

~



Unicità, equivalenza, reciprocità 175

carico adattato
----..

E H s

o
+

cl z

Figura6.1

Le tensioni modali possono essere determinate applicando il teorema di reciprocità al
tronco di guida compreso fra la sezione cortocircuitata (z = O) e un generica sezione
trasversale S di ascissa z > d. Per determinare Viil teorema di reciprocità viene applicato al
campo E, H (Figura 6.2a) e al campo:

I l' I .1lK'i tE. = -e. smhy .z + J- \1(.cosh Y. z U
l I l kZ'. 't'l l Zl

(6.2)

H ' l h ' h ,. = - . cos Y. z
I Z'. I l

l

Questo secondo campo è prodotto da opportune sorgenti Jo (che non importa specificare)
poste al di là della sezione S, che eccitano nella regione considerata solo l'i-esimo modo
TM (Figura 6.2b). La forma delle (6.2) tiene conto della presenza del piano di
cortocircui to.

. Infatti (vediEquazioni2.20a,Capitolo3) il campomodaledel' i-esimomodoTM ha la forma

I t I .1lKi.,E. = v. e. + J-l. \Il. U
I I I k I 't'I Z

Hi =ii hi

dove

v'. = v'. + e -Y'i Z + v', - e Y'i Z
I I I

(vi+e vi- sono costanti da precisare). A causa della presenza del piano conduttore (che per semplicità
viene considerato perfetto) vi deve annullarsi in z =O; pertanto deve aversi vi- = - vj+ e quindi:

2v'+
i'. = L-coshy', z

I Z'i 1

Supponendo che le sorgenti di Ei e Hi siano tali da avere vj+=1/2, si hanno le espressioni (6.2).
.
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E H ~ E' H'

a b

Figura 6.2

Applicando il teorema di reciprocità e osservando che gli integrali sulle pareti metalliche
sono nulli (sia E che Ei sono perpendicolari ad esse), si ha:

JEXH'i ,0zdS= fE'iXH'OzdS+ fE\ .JodVo
s s ~

dove Jo è la densità delle correnti impresse agenti nel volume Vo. Introducendo le (6.2)
negli integrali di superficie si ottiene:

d. cosh Y'iz f E X h'i . Oz dS =
I S

- sinhy\ z f e'i x H .Oz dS + f E\ . Jo dVo
s vo

(6.3)

D'altro canto (vedi Equazione 12.1, Capitolo 3) si ha:

fEXh'. '0 dS = fE.h'. x o dS=fE.e'. dS =fET .e'. dS= V'.
l Z l Z. I I I

S S S S

fe'. x H.o dS= fo X e'. .HdS= fh'.' HdS= fh'.' H T dS=r. = V'i
I z z I l I I Z'.

S S S S I

Sostituendo nella (6.3) si ottiene:

d. (coshY'i z + sinhY'iz) V\ = f E\ . Jo dVo
I Vo

Poiché cosh Yiz + sinh Yiz =eyjz si trova la seguente espressione della tensione per i modi
TM:

V\ = Z\ (f E'i' Jo dVo)e-y';z
Vo

(z> d) (6.4)
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Le tensioni dei modi TE vengono ricavate in modo analogo. Si trova:

Vi = z'i (f E'i' Jo dVo)e -Yi'z
Vo

(z > d) (6.5)

dove:

E'i =-e'i sinhy'iz

l K~
H'~ =-h'~ cosh y '~z - J'---Lm.sinh y'!z U

1 Z'i 1 I l1k 't'I I Z

(6.6)

Poiché il vettore E'i è trasversale, una corrente elettrica longitudinale genera solo modi
TM. Invece una corrente trasversale genera modi di tutti i tipi. Naturalmente se nella guida
si può propagare il solo modo dominante, tutti i modi superiori rimangono localizzati in
prossimità della sorgente.

Calcoli analoghi permettono di ricavare le tensioni modali generate da una corrente
magnetica di densità Mo, localizzata nel volume Vo. Si ottiene:

V\ =-Z\ (fH'j.ModVo)e-YiZ
Vo

(z > d) (6.7a)

V'i = -Z'i (J H'i .ModVo)e-Y';z
Vo

(z > d) (6.7b)

ESEMPIOl: Si vuole trovare la potenza che arriva sul carico nel caso di una guida
rettangolare eccitata da un filamento di corrente posizionato come in Figura 6.3. L'intensità
lo della corrente è indipendente da y. Si suppone che alla frequenza di lavoro si possa
propagare il solo modo TEIOe che la guida sia senza perdite.
La potenza erogata al carico è

y carico adatlato

---. y
~~

o
Z o a x

Figura 6.3
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dove Àgè la lunghezza d'onda del modo TEIO.In base alle (6.5) e (6.6) si ha:

(z > d)

dove (vedi Tabella 4.1 del Capitolo 3):

e'io = -Uy {2 sin(1tx/a)1j;b

Si lascia allettore di verificare che, purché le dimensioni trasversali del filamento siano molto
minori di a, risulta:

(z> d)

Si noti che la potenza sul carico si annulla quando d =nÀgl2(n =O, 1, ...) mentre è massima
quando d =(2n + 1)Àgl4.
Questo fenomeno trova una spiegazione intuitiva nell' interferenza fra l'onda che il filamento
emette verso destra e quella che, emessa verso sinistra, viene riflessa a destra dal piano
conduttore (vedi Figura 6.3).

ESEMPIO2: Si desidera determinare la tensione modale del modo TEIO in una guida
rettangolare eccitata attraverso un foro So praticato sulla parete stretta (Figura 6.4a). Si
suppone: a) che sia noto il campo elettrico Eo tangenziale al foro; b) che le dimensioni del
foro siano piccole rispetto a Àg.

Secondo la prima delle equivalenze illustrate nella Figura 3.2 il campo nella guida
può essere determinato immaginando di chiudere il foro con una parete elettrica e di
porre immediatamente all'interno della guida una lamina di corrente magnetica di
densità:

Il problema si riduce a quello della determinazione del campo generato da una sorgente
magnetica interna alla guida, in assenza del foro (Figura 6.4b). Pertanto la tensione modale
del modo TEIOpuò essere determinata usando la (6.7b).
Naturalmente, poiché la corrente è concentrata sulla superficie So' l'integrale di volume deve
essere sostituito da un integrale esteso alla superficie So. Si ottiene:
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Via = -11 Àg

[
fU" . M ds

)

-j21tz/À-g
À lO s o e

So

Sulla parete laterale della guida (x =O)si ha (vedi Tabella 4.1 del Capitolo 3):

<PIO=~hio = O

Inoltre K'i/k =À/2a.
Pertanto su So risulta:

Pertanto:



180 Capitolo 4

V" Àg ~ . 2nd -j21tz/Ag
10= - -sm-mze

2 a ab Àg

dove:

mz= - J MszdSo= J EoydSo
So So



5
Le linee come elementi circuitali

"

Moltospessoi circuiti ad alta frequenza includono linee di trasmissione connesse ad altri
componentipiù convenzionali (resistori, bobine, condensatori, trasformatori, transistori,
ecc.).Nelle linee si propaga il solo modo dominante, per il quale le tensioni e le correnti sono
definitecome in tutti gli altri componenti circuitali (vedi Capitolo 3). Le relazioni esistenti
frale tensioni, le correnti e le impedenze all'ingresso e all'uscita caratterizzano le proprietà
circuitalidelle linee. Poiché le linee hanno lunghezze paragonabili o superiori alla lunghezza
d'onda, la propagazione delle onde di tensione e di corrente ha grande influenza sulle
proprietàcircuitali.Lo studio di queste proprietà è l'argomento centrale di questo capitolo.

Nellelinee schermate contenenti un solo dielettrico il modo dominante è il modo TEM.

Questomodo è stato trattato nel Capitolo 3, dove sono state determinate le espressioni
generalidelleondedi tensione e di corrente. Nulla invece è stato detto riguardò alle linee non
schermatee/o contenenti più di un dielettrico, che pure sono usate nei circuiti, soprattutto a
frequenzenontroppo elevate. Per questa ragione il capitolo inizia con l'esposizione della
cosiddetta"teoriaelementare delle linee", che permette di trattare in maniera approssimata
masempliceanche questi tipi di linea. La teoria elementare mostra che, anche in queste linee,
consideratea frequenze non troppo elevate, il modo dominante ha proprietà analoghe a
quelledelmodoTEM. Grazie a questo risultato, lo studio delle proprietà circuitali delle linee
puòesseresvolto in modo unitario, senza distinguere fra i vari tipi di linea.

il il!

11/" I

11""

5.1 Teoria elementare delle linee di trasmissione

È possibilestudiare la propagazione nelle linee di trasmissione in modo elementare,
utilizzandoconcetti mutuati dalla teoria dei circuiti. È opportuno considerare la teoria
elementarepertreragioni: a) alcuni testi applicativi fanno riferimento ad essa; b) il paragone
deirisultatidi questa teoria con quelli già trovati nel Capitolo 3 mette in evidenza i limiti dei
concetticircuitali nelle applicazioni ad alta frequenza; c) i risultati della teoria elementare
valgonoancheper le linee aperte (come la linea bifilare di Figura l. la) e/o contenenti più
dielettrici(come la linea a microstriscia di Figura l.lb), almeno come approssimazioni a
frequenzenon troppo elevate. Per semplicità si farà riferimento alle linee costituite da due
soli conduttori.

Si suppongadi alimentare in corrente continua un carico attraverso una linea, ad esempio
deltipobifilare. Come indicato nella Figura 1.2, intorno alla linea si ha un campo stazionario,
in cui sia E che H sono trasversali. Sugli elementi di conduttore compresi fra le sezioni

.\
dI

,l',

L"
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Linea bifilare Linea a microstriscia

aria

a b

Figura 1.1

trasversali di ascissa z e z + dz (vedi figura) si hanno due cariche opposte, dq e -dq, date da

dq =V (Cdz) (1.1)

dove V è la tensione e C rappresenta la capacità della linea, riferita all'unità di lunghezza
[F/m]. Inoltre la superficie ABCD indicata in figura è attraversata dal flusso d'induzione

del>=I (L dz) (1.2)

dove I è la corrente ed L rappresenta l' induttanza per unità di lunghezza [H/m]. Sei conduttori
sono perfetti e se la conducibilità del die1ettrico è nulla V e I sono costanti su tutta la linea.
In caso contrario V e I dipendono da z: infatti la tensione cambia a causa della resistenza dei

dq

dq = Cdz V

dIT = Gdz V

I -----..
]

A
l

IB
t_C

d<P = Ldz I
D

[

1"-

z z+dz

Figura 1.2

T .
,......., iH\

E
mY
>:;)' '\

, \
-"""""'"

11
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conduttori e la corrente varia perché una parte sfugge dai conduttori a causa dell' imperfetto
isolamento.Per la legge di Ohm la densità della corrente di conduzione dovuta all'imperfetto
isolamento è proporzionale al campo elettrico. Pertanto la corrente dlT che fluisce fra i due
elementi conduttori considerati in precedenza è proporzionale alla tensione ed è data da
un'espressione del tipo

dIr =V (Gdz) (1.3)

dove G rappresenta la conduttanza trasversale della linea, riferita all'unità di lunghezza
[S/m].I valori di C, L e G dipendono dalla forma e dalle dimensioni della linea, oltre che dalle
caratteristiche del mezzo interposto fra i conduttori. Tali valori possono essere dedotti
teoricamente attraverso lo studio del campo stazionario ovvero - più semplicemente -
possono essere misurati.

Se la linea viene alimentata alla pulsazione 0), e se si assume che nell'ambito di ciascuna
sezione trasversale la conformazione del campo si mantenga uguale a quella che si ha nel
casostazionario,le formule (1.1), (1.2) e (1.3) rimangono valide. Applicando la legge di
Faraday-Neumann alla linea ABCD e la legge di conservazione della carica all'elemento
conduttore AB, si ha:

(Ez)Adz + V(z + dz) - (Ez)Ddz - V(z) =- jO) deI> =- jO) I(z) (L dz) (1.4a)

I(z+ dz) - I(z) =- jO) dq - dlT =- (G + jO)C)V(z) dz (1.4b)

dove(Ez)Ae (Ez)Dindicano i campi elettrici assiali nei punti A e D. Se la frequenza è tanto
elevatadapoterassumereche nei conduttoril'effetto pelle sia spinto,si ha:

dove (Jsz)Ae (Jsz)D sono le densità della corrente superficiale nei punti A e D (più
precisamente le componenti assiali, che sono le uniche esistenti). In corrispondenza della
sezionez il campo magnetico sulla superficie dei conduttori ( e quindi la densità di corrente)
variain ampiezza ma non in fase. Ne consegue che le fasi di (Jsz)A e di (Jsz)Dsono identiche
a quelledi I e di - I rispettivamente, mentre le ampiezze sono proporzionali a 111.Pertanto si
può scrivere

dove KA e KD sono opportuni coefficienti reali positivi, dipendenti dall'andamento del
campomagneticosulla superficie dei conduttori (quindi, dalla conformazione della linea).
Si ha dunque:

Sostituendo nella (1.4a) si ottiene:

V(z+ dz) - V(z) =- [R + j(R + O)L)]I(z) dz
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dove

A causa dell'elevata conducibilità dei conduttori R è molto minore di roL; pertanto si può
scrivere:

V(z + dz) - V(z) '" - [R + jroL) I(z) dz (1.5)

La caduta di tensione in fase con la corrente dipende da R. Quindi R rappresenta la resistenza
della linea, riferita all'unità di lunghezza [Q/m).'

È facile verificare che, a meno di un infinitesimo dell' ordine di dz2 la (l.4b) e la (1.5) sono
le equazioni del quadripolo indicato nella Figura 1.3a. Quindi l'intera linea può essere vista
come un insieme di infiniti quadripoli elementari di questo tipo connessi in cascata (Figura
1.3b). Ciascun quadripolo è costituito da un'impedenza longitudinale (R + jroL)dz e da un
ammettenza trasversale (G +jroC)dz. L'impedenza e l' ammettenza sono infinitesime e sono
distribuite lungo tutta la linea. Un circuito di questo genere viene detto Hacostanti
distribuite" .

Dalle (1.5) e (l.4b), dividendo per dz, si ottengono le seguenti equazioni differenziali:

dV =-(R+jroL)I
dz

~=-(G+jroC)V
dz (1.6)

Nel caso della linea senza perdite (R =O,G =O),differenziando la prima equazione ed
eliminando dI/dz mediante la seconda, si ottiene:

(1.7)

dove

(1.8)

Rdz

a b

Figura 1.3

I La resistenza cresce con la frequenza perchè è proporzionale a Rs.
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Risolvendo la (1.7) si ottiene la solita espressione:

(vt, Va = costanti arbitrarie)

Inoltre, sostituendo nella prima delle (1.6) si trova:

dove

zo=~ (1.9)

Si vede che le onde di tensione e di corrente si propagano con la velocità

ro lv=--
~ - .,JLC (1.10)

Se si considerano le perdite si trovano onde che si attenuano (lo studio di questo caso viene
omesso per brevità). Nell'ipotesi R« roL e G« me (linea a basse perdite) si trova che le
formule (1.8) (1.9) e (1.10) continuano ad essere valide approssimativamente e che la
costante di attenuazione è data da:

R/Z 0+ GZo
a.:=::

2
(R« roL, G« roC) (1.11)

Le espressioni della tensione e della corrente sono analoghe a quelle trovate nel Capitolo
3 per il modo TEM delle linee schermate contenenti un solo dielettrico. Però l'impedenza
caratteristica e la velocità di fase sono espresse in funzione delle grandezze circuitali L e C,
invece che -direttamente - in funzionedellequantitàfisico-geometricheche caratterizzano
la linea. In effetti, nel caso delle linee schermate con un solo dielettrico, i risultati della teoria
elementare coincidono con quelli ottenuti nel Capitolo 3. Ad esempio, nel caso del cavo
coassiale, la capacità e l'induttanza per unità di lunghezza sono rispettivamente

2m f,'
c= o

In (Re/Rj)

e quindi, usando (1.9) e (1.10) si ottiene

c

v= g
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proprio come nel Capitolo 3. A posteriori si comprende che i risultati sono identici perché
- nel modo TEM -l'andamento del campo sulle sezioni trasversali coincide con l'andamento
del campo stazionario, in accordo con l'ipotesi che sta alla base della teoria elementare.
Naturalmente, poiché la coincidenza si ha solo per il modo TEM, la teoria elementare delle
linee non permette di evidenziare l'esistenza dei modi TE e TM.

Come si è già detto, la teoria elementare non presuppone né che la linea sia schermata né
che il dielettrico sia omogeneo. Essa presuppone solo che l'andamento del campo su
ciascuna sezione trasversale sia uguale (o almeno molto prossimo) a quello del campo
stazionario. Poiché questa ipotesi è certamente verificata a frequenze sufficientemente
basse, la teoria elementare permette di affermare che in ogni linea - a frequenze non troppo
elevate -la tensione e la corrente sono costituite da onde che si propagano con velocità di fase
indipendente dalla frequenza (Equazione 1.10), e che le onde di tensione e di corrente sono
collegate da un'impedenza caratteristica reale, pure indipendente dalla frequenza (Equazio-
ne 1.9).

Sia le linee aperte con dielettrico omogeneo che quelle aperte o schermate, ma con
dielettrico inomogeneo, possono essere studiate in maniera rigorosa, senza fare alcuna
ipotesi preliminare circa l'andamento dei campi. Tale studio è però molto più complicato di
quello visto nel Capitolo 3.

Nel caso delle linee aperte con dielettrico omogeneo la teoria elettromagnetica mostra che,
oltre al modo TEM (che ha proprietà identiche a quelle viste nel Capitolo 3), esistono altre
soluzioni delle equazioni di Maxwell, che comportano trasporto di energia anche in
direzione trasversale alla linea (modi radianti). Per la presenza di questi modi le linee in
questione possono essere utilizzate per trasmettere energia solo a bassa frequenza (ad
esempio linee aeree a frequenza industriale), perché a bassa frequenza le perdite di energia
dovute ai modi radianti sono irrilevanti.
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Nel caso delle linee con dielettrico inomogeneo la teoria elettromagnetica mostra che il
modoTEM non esiste. Si trova che anche in queste linee il modo dominante si può propagare
a frequenze comunque basse e che tale modo è tanto più prossimo ad un modo TEM quanto
minore è la frequenza (modo "quasi-TEM"). È chiaro che, nel caso di queste linee, i risultati
della teoria elementare riguardano proprio le onde di tensione e di corrente del modo quasi-
TEM, considerato a frequenze tanto basse da rendere ammissibile l'ipotesi sull' andamento
quasi-statico del campo. Per meglio apprezzare il livello di precisione dei risultati della teoria
elementare, si riportano in Figura lA gli andamenti effettivi della velocità di fase e
dell'impedenza caratteristica di una linea. a microstriscia al variare della frequenza, così
come risultano da una trattazione rigorosa. In accordo con le previsioni della teoria
elementare, la velocità di fase e l'impedenza caratteristica sono pressoché costanti fino a
qualche gigahertz.

. Nella microstrisciaconsideratain Figura lA la velocitàdi fase è v "" O.3c; essa ha un valore
intermedio fra quelli che si avrebbero se lo spazio intorno ai conduttori fosse completamente riempito
dall'aria (v =c) o dal dielettrico del substrato (v = chIc: =O.25Ic). Ciò dipende dal fatto che nella
microstriscia la capacità ha un valore intermedio fra quelli che si avrebbero nei due casi suddetti,
mentre l'induttanza è la stessa in tutti i casi. L'andamento del campo elettrico nella microstriscia è
simileaquelloschizzatonellaFigura1.5. .

5.2 Impedenza, ammettenza, coefficiente di riflessione

La linea rappresentata nella Figura 2.1 è alimentata da sinistra ed è chiusa a destra su di un
carico di impedenza ZL' Nella linea, oltre all' onda che incide sul carico, è in genere presente
anche l'onda riflessa. Pertanto la tensione e la corrente sono rappresentate da:

Y =y+ + Y- (2.1)

dove:

(2.2a)

Y- - u- Yz
- Va e (2.2b)

(y = ex+ j~ = ex+ j2n/A; Yt e Ya costanti)

aria

Figura 1.5
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~ verso il
generatore

I

I (z)
A~I

I
t

z-d

I

V (z) { :

~

A'i

t
Z

Figura 2.1

Il coefficiente di riflessione, l'impedenza e l' ammettenza in una generica sezione
sono definiti dalle espressioni:

y-
1=-

y+
(2.3)

Z=R+ jX= V
I (2.4)

I 1

Y = G + jB = Y = Z (2.5)

(R, X, G e B rappresentano la resistenza, la reattanza, la conduttanza e la suscettanza viste
nella sezione considerata, guardando verso il carico). Poiché Y, I, y+ e Y- dipendono dalla
sezione considerata, 1, Z e Y sono funzioni di z.

In ogni sezione della linea valgono le seguenti relazioni:

FORMULE DI TRASFORMAZIONE DEL COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE, DELL'IMPEDENZA

EDELL'AMMETIENZA Le precedenti espressioni sono analoghe a quelle incontrate nello
studio delle onde piane uniformi (vedi Paragrafo lO del Capitolo 2): il campo elettrico è
sostituito dalla tensione, il campo magnetico dalla corrente, l'impedenza caratteristica del
mezzo dall' impedenza caratteristica della linea, l'impedenza d'onda dall' impedenza intesa

Z =ZO1+ 1
1-1 (2.6a)

Y =yO 1- 1
1+1 (2.6b)

Z-Zo
1=-

Z+Zo
(2.6c)

1=
Y-Yo
y+yo

(2.6d)
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in senso circuitale. Pertanto, passando dalla sezione di ascissa z a un'altra sezione spostata
di d verso il generatore (vedi Figura 2.1), analogamente a quanto visto nel caso delle onde
piane, si ha:

r(z - d) =r(z)e-2ad e-j41tdlA.

Z(z - d) = ZO Z(z) + ZO tghyd
ZO+ Z(z)tghyd

(2.7)

(2.8)

Inoltre:

Y(z - d) = yO Y(z) + yO tghyd
yO + Y(z)tghyd

(2.9)

Al variare di d il coefficiente di riflessione descrive sul piano complesso una spirale
logaritmica ovvero - se la lineaè senzaperdite- una circonferenza(vediCapitolo2,Figura
10.2).

RELAZIONI FRA I COEFFICIENTI DI RIFLESSIONE, LE IMPEDENZE E LE AMMETIENZE

ALL'INGRESSO E ALL'USCITA Siano ZL e Y L l'impedenza e l'ammettenza del carico.
Ai terminali d'uscita della linea si ha Z =ZL' Y =YL;quindi, per le (2.6c, d), il coefficiente
di riflessione all'uscita è:

° °
r, - ZL - Z - - YL- Y

L - Z + ZO- Y + yOL L
(2.10)

Se la linea ha lunghezza d (Figura 2.2), per le (2.7), (2.8) e (2.9) il coefficiente di riflessione,
l'impedenza e l'ammettenza all'ingresso sono dati dalle seguenti espressioni:

(2.Ha)

ZI =ZO ZL + ZO tghyd
ZO + ZL tghyd

(2. II b)

YI =yO YL+ yO tghyd
yO + YL tghyd

(2. II c)

d

zo

Figura2.2
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La (2.11b) mostra che la linea trasforma !'impedenza (ammettenza) di carico in un' impeden-
za (ammettenza) generalmente diversa, che dipende dalla lunghezza d e dalla frequenza
attraverso il prodotto yd.

POTENZA La potenza attiva che attraversa nel verso positivo una generica sezione
trasversale della linea è:

p =Re VI*
2 (2.12)

Da questa espressione si ricavano facilmente le seguenti formule fra loro equivalenti:

R 1112

2

P=~ GIVI2
2

Pine(l-I n2 )

(2.13a)

(2.13b)

(2.13c)

Nell'ultima espressione Pinerappresenta la potenza trasportata dall'onda incidente, che è
data da

(2.14)

LINEESENZAPERDITE In molti casi pratici il prodotto ad è molto piccolo (ad esempio:
adbd < 0.1 db) e le perdite possono essere trascurate. In questo caso le formule di
trasformazione si semplificano perché si pone

a=O y = j2TC!A tghyd =j tg2TC!A.

Le formule di trasformazione per le linee senza perdite sono elencate nella Tabella 2.1.

Nelle linee senza perdite il modulo del coefficiente di riflessione è costante e si ha
In =IrLI.L'andamento dell'ampiezza della tensione e della corrente al variare di z è quello
tipico dei diagrammi d'onda stazionaria indicati nella Figura 8.3 del Capitolo 3. Si definisce
il rapporto d'onda stazionaria

(2.15)

dove Vmax e Imax'Vmine Iminsono le ampiezze massime e minime della tensione e della
corrente lungo la linea. Si ha
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Tabella 2.1 Trasformazionedel coefficientedi riflessione,dell'impedenzae dell'ammettenzain
una lineasenzaperdite

r(z -d) = r(z)e-j41td/À

Z(z - d) =ZOZ(z) + jZO tg 2nd
o À

Z + jZ(z)tg 2ndÀ

Y(z - d) =yO Y(z) + jYo tg 2nd
o À

Y + jY(z)tg 2nd
À

d = spostamento verso il generatore
(Figura 2.1)

d =lunghezza della linea (Figura 2.2)

(2.16)

Inoltre, analogamente a quanto visto nel Capitolo 2 (vedi Equazione 10.12), l'impedenza è
reale nelle sezioni di massima e di minima tensione; in tali sezioni l'impedenza assume il
valore massimo (Rmax)e il valore minimo (Rmin)rispettivamente e si ha:

(2.17)

È ovvio che nelle linee senza perdite tutte le sezioni sono attraversate dalla stessa potenza
P. Tale potenza uguaglia quella all'ingresso (Pl) e quella assorbita dal carico (PL). Per la
(2.14) e la (2.13c) si ha:

(2.18)

(2.19)

La potenza può anche essere messa in relazione con l'ampiezza massima della tensione
(V max)o dalla corrente (Imax =Vmax/ZO). Si ha infatti:

e quindi, sostituendo nella (2.19) e ricordando la (2.15), si ottiene:
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2 02
Vmax Z Imaxp=-=-

2ZO~ 2~
(2.20)

Queste formule sono utili per valutare la massima potenza trasmissibile, per dato valore del
R.O.S. prodotto dal carico. Infatti la potenza è limitata dalla tensione e dalla corrente
massima raggiungibile (per evitare scariche e surriscaldamento, I) cosicché, per ogni linea
i valoriVmax e Imax non possonosuperarecerti limiti, in genere tanto più elevati quanto
maggiori sono le dimensioni trasversali della linea. Attraverso le precedenti relazioni tali
limiti determinano la massima potenza trasmissibile. Si nota che, per data linea, la potenza
trasmissibile è massima quando il rapporto d'onda stazionaria è minimo (~= 1, linea
adattata, vedi paragrafo successivo).

5.3 Casi di particolare interesse

LINEAADATTATA La (2.6c) mostra che il coefficiente di riflessione si annulla se - e solo
se - l'impedenza di carico è uguale all'impedenza caratteristica della linea (Figura 3.1).
Quando non si ha riflessione si dice che la linea è "adattata". Dunque si ha:

condizione di adattamento: ZL =ZO

La tensione e la corrente hanno la forma:

V = V; e-(Xz e- j21tz/À

v.+ .
I =~e-(Xz e-J21tz/À

ZO
(3.1)

h
Se la linea è senza perdite la tensione e la corrente hanno ovunque la stessa ampiezza

(~= 1).
In una linea adattata l'impedenza vista in una sezione qualsiasi è sempre uguale

.all'impedenza caratteristica. In particolare si ha:

(3.2)

Il indipendentemente dalla lunghezza della linea e dalla frequenza.

l Il surriscaldamento è dovuto alle perdite, che sono in realtà presenti anche se vengono ignorate in prima
approssimazione. Esso dipende dalla potenza dissipata per unità di lunghezza che, in assenza di onda
riflessa, è data dalla somma Wc + Wd =2aP (vedi Equazione Il.3, Capitolo 3). Il surriscaldamento
può essere ignorato nelle linee che trasmettono periodicamente brevi impulsi a radiofrequenza, quando
la durata degli impulsi è una piccola frazione del loro periodo di ripetizione (come, ad esempio, nei
radar). In questo caso, infatti, la potenza media dissipata (da cui dipende il surriscaldamento) è molto
minore di quella dissipata durante gli impulsi, e il surriscaldamento è basso anche nel caso di elevati
valori della potenza degli impulsi.

.:
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d

zo

zo

Figura 3.1

Poiché l'onda riflessa è assente si ha:

Pertanto, in una linea adattata, le potenze all'ingresso e all'uscita sono collegate dalla
semplice relazione:

(3.3)

LINEAINCORTOCIRCUITO In questo caso (Figura 3.2) si ha ZL=Oe quindi dalla (2.11b)
si deduce:

Z1 =ZOtghyd =ZOsinh2ad + jsin41td/Àcosh 2ad + cos41td/À (3.4)

Inoltre, poiché si ha r L=-1, se si prende l'origine dell' asse z sulla sezione del cortocircuito
risulta (vedi Equazione 2.2a, b):

Y(z) = -2 Y~ sinh yz
Y+

I(z) = 2--8-coshy zZ (3.5)

Se la linea è senza perdite l'impedenza è reattiva:

Z
.x .

Zo 21td .Zo rod
1 =J I =J tg- =J tg-À v (3.6)

L'andamento della reattanza al variare della frequenza è indicato nella Figura 3.2. Alle
frequenze per cui d è uguale a un multiplo di mezza lunghezza d'onda l'impedenza
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d'ingresso è nulla come in un circuito LC tipo serie alla risonanza. Invece, alla frequenza per
cui d è uguale a un multiplo dispari di un quarto di lunghezza d'onda l'impedenza è infinita,
come in un circuito LC tipo parallelo alla risonanza. I

Dalla (3.5), ponendo 'Y=j21t1À,si deducono le espressioni della tensione e della corrente
nel caso di una linea senza perdite:

y =-j2 y~ sin 21tz
À

y+ 21tz
I =2~cos-

ZO À
(3.7)

L'andamento della tensione e della corrente è quello solito delle onde stazionarie pure
(Figura 3.2). Il primo nodo della tensione si ha sul cortocircuito terminale, gli altri nodi si
susseguono a distanza di mezza lunghezza d'onda. In corrispondenza dei nodi di tensione
si hanno i massimi della corrente, mentre i nodi della corrente si hanno nelle stesse posizioni
dei massimi della tensione. La posizione dei nodi cambia con la frequenza, e quindi, per certe
frequenze, all'ingresso della linea si ha un nodo di tensione o di corrente. Queste frequenze
sono quelle per cui l'impedenza d'ingresso si annulla o diverge.

La potenza trasmessa in una linea senza perdite cortocircuitata è nulla perché la tensione
e la corrente sono in quadratura; questo risultato era prevedibile perché né la linea né il carico
assorbono energia.

............--..-......................--.-. d

zo J
ro

linea senza perdite

1

IQ

:f

z

Figura 3.2

1 A bassa frequenza, quando d« À,si ha:

Z
.x '

Zo 21td 'Zo rod . LdI =J I '" J - =J - =JCùA v

dove L =ZO!vè l'induttanza per unità di lunghezza (vedi Equazione 1.9 e 1.10). Come era prevedibile,
a bassafrequenzala lineain cortocircuitosi comportacomeun induttoredi induttanzaLd.
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sinh 2ad '" 2ad cosh 2ad '" l + 2(ad)2

. Se si considerauna linea a basse perdite(ad« 1) si ha:

Pertanto dalla (3.4) si ottiene:

x - ZO sin(41td/A)
1- 2 (ad)2 +cos2(21td/A)

(3.8)

L'andamento tipico di RI e di XI al variare della
frequenza è indicato nella Figura 3.3. L'andamento
della reattanza è praticamente coincidente con
quello che si avrebbe se la linea fosse senza perdite.
tranne che in prossimità delle frequenze alle quali la
lunghezza della linea è prossima ad un multiplo
dispari di un quarto di lunghezza d'onda. Intorno a
tali frequenze la reattanza passa rapidamente -ma
in modo continuo -da valori positivi a valori negati-

vi, mentre la resistenza assume valori elevati. Intor-
no a queste frequenze l'andamento dell' impedenza
è analogo a quello che si ha, intorno alla frequenza
di risonanza, in un circuito RLC tipo parallelo.

RI-

XI-

(ù

Figura 3.3 .
LINEA A VUOTO In questo caso (Figura 3.4) si ha Y L =Oe quindi, per la (2.11c):

YI =yO tghyd =yO sinh2ad + jsin41td/Àcosh 2ad + cos41td/À (3.9)

Nella linea a vuoto si ha rL = 1. Pertanto, prendendo l'origine dell'asse z sulla sezione
tennina1e,risulta:

- d

yo
~0-I

jBI linea senza perdite

IVI 111

Figura 3.4

I
10;1

:f

O)

o z
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v = 2V; coshyz
v+

1=-2 ~ sinhyzZ
(3.10)

Se la linea è senza perdite l'ammettenza è immaginaria:

Y
.
B

.
y O 2nd .y O (Od

I =J I =J tg-=J tg-À v (3.11)

L'andamento della suscettanza al variare della frequenza è indicato nella Figura 3.4. Alle
frequenze per cui d è uguale ad un multiplo di mezza lunghezza d'onda la suscettanza
d'ingresso è nulla, come in un circuito LC tipo parallelo alla risonanza. Invece, alla
frequenza per cui d è uguale a un multiplo dispari di un quarto di lunghezza d'onda la
suscettanza è infinita, come avviene per la suscettanza di un circuito LC tipo serie, alla
frequenza di risonanza. I

Sempre nell'ipotesi di linea senza perdite, si ha:

V(z) = 2V~ cos 2nzÀ

V+
I(z) = j2~ sin 2nz

ZO À
(3.12)

La tensione e la corrente hanno l'andamento di onde stazionarie (Figura 3.4). Il primo nodo
della tensione si ha a un quarto di lunghezza d'onda dalla sezione terminale, gli altri nodi si
susseguono a distanza di mezza lunghezza d'onda. I nodi della corrente si hanno in
corrispondenza dei massimi della tensione e il primo nodo si ha sulla sezione terminale. Le
frequenze per cui l' ammettenza d'ingresso è nulla sono quelle per cui all'ingresso della linea
si ha un nodo della corrente; invece le frequenze per cui l'ammettenza diverge sono quelle
per cui all'ingresso si ha un nodo della tensione. Come nel caso della linea in cortocircuito,
in una linea senza perdite a vuoto la potenza trasmessa è nulla.

L'andamento con la frequenza della conduttanza e della suscettanza di una linea a basse
perdite (ro:l« 1) è analogo a quello della della resistenza e della reattanza nella linea in
cortocircuito (sostituire GI aRI, BI a XI' yo a ZOnelle (3.8) e nella Figura 3.3).

LINEA ìJ2 SENZAPERDITE

lunghezza d'onda, si ha:
Se la linea è senza perdite e se la sua lunghezza è pari a mezza

l A bassa frequenza, quando d« À.,si ha:

Y
.
B

.
y O2nd .y Ocod . Cdl =J ] '" J - =J - =Jco

À. v

dove C = l/vZo è la capacità per unità di lunghezza (vedi Equazione 1.9 e 1.10). Come era prevedibile,
a bassa frequenza la linea aperta si comporta come un condensatore di capacità Cd.
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È inoltre facile verificare che, indipendente-
mente dal valore di ZL' le tensioni (correnti)
all'ingresso e sul carico hanno ampiezza
uguale e sono in opposizione di fase (Figu-
ra 3.5).

- I--0-=
-V
C>-<

zo

.. d = ìJ2

Figura3.5

LINEAìJ4 SENZAPERDITE Se la linea è senza perdite e se la sua lunghezza è uguale ad un
quarto d'onda (Figura 3.6) si ha:

Analogamente a quanto osservato per gli strati in quarto d'onda considerati nel Capitolo 2,
le linee ìJ4 si comportano come invertitori d'impedenza.

Posta l'origine all'uscita della linea, la tensione e la corrente sul carico sono date
da

Poiché 2nd/À = w2, la tensione e la corrente all'ingresso sono:

Pertanto si ha:

(3.14)

Si nota che la corrente sul carico è in ritardo di w2 rispetto alla tensione d'ingresso e dipende
solo dall'impedenza caratteristica e dalla tensione stessa.
Per questa ragione, collegando in parallelo gli ingressi di N linee ìJ4 chiuse su carichi di
impedenze Z\,~, ...,ZN(Figura 3.7), risulta che le correnti 1\,12,..., INsui carichi hanno tutte
la stessa fase; inoltre le loro ampiezze stanno fra loro nel rapporto inverso delle impedenze
caratteristiche delle linee, indipendentemente dai valori delle impedenze di carico.

Il =-iL (3.13a) Il IL

S zo
V ill ZLZ02

ZI=- (3.13/J) ... d=À/4 ...
ZL

Figura3.6
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!II

v zo2

Fig~ra 3.7

Il 5.4 Carta di Smith

Le quantità adimensionali

x = ImZ = X I ZO

Iz = - j V/Z~-.

vengono dette impedenza, resistenza e reattanza normalizzate. Analogamente le quantità

G=ReY =GI yo

sono dette ammettenza, conduttanza e suscettanza normalizzate. Dalle (2.6c) e (2.6d) risulta:

r= ~-1
Z+1

-r= ~ -1
Y+l

(4.la)

(4.1h)

Queste espressioni mostrano che a ogni valore di impedenza (ammetten~a) normalizzata
corrisponde un coefficiente di riflessione ben determinato. II collegamento esistente fra
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l'impedenza nonnalizzata e il coefficiente di riflessione è evidenziato graficamente nella
"carta di Smith" (Figura 4.1).
La carta rappresenta sul piano I i luoghi R=costo(cerchi a tratto pieno) e i luoghi X =costo
(archi di cerchio a tratto più debole),) Pertanto la carta di Smith pennette di individuare
graficamente il coefficiente di riflessione corrisponden~ ad una data impedenza nonnaliz-
zata e viceversa. Ad esempio (vedi figura) l'impedenza Z = 0.2 + j 0.5 corrisponde a!'punto

P, così ~e il modulo e l'argomento del coefficiente di riflessione corrispondente a Z sono
dati da OP e da e rispettivamente.

cerchio di

raggio unitario

00 ReI-o
A

- 5.0

- 1.0

I

cerchi R = cosl.

cerchi X =cosl.

Figura 4. I

I Per la costruzione della carta di Smith si veda: Ramo, Whinnery, Van Duzer, Fields and Waves in
Modern Radio, J. Wiley, 1967, sec: 1.20.

Cartadi Smith (impedenze)

ImI

\
t
1.0 -

\
o ()
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La carta di Smith è compresa all'interno di un cerchio di raggio unitario, perché il modulo
del coefficiente di riflessione non può superare 1(la potenza riflessa non può superare quella
incidente). Si osserva inoltre quanto segue:
. il centrodellacarta(r =O)corrispondeaZ= l + jO (linea adattata, Z =ZO);
. il cerchio di raggio unitario (In =1) è il luogo delle impedenze reattive (Z =O+ j X)

perché si ha riflessione totale solo quando la parte reale dell' impedenza è nulla;. il diametro AB (r reale) è il luogo delle impedenze puramente resistive (Z =R+ jO),
perché il coefficiente di riflessione è reale solo quando l'impedenza è reale;. il punto A corrisponde all'impedenza Z=O(cortocircuito);

. il puntoB corrispondealZI = 00(circuito aperto);. i punti collocati nella parte superiore (inferiore) della carta corrispondono alle impedenze
induttive (capacitive). - -

La (4.1b) mostra che la relazione fra -r e Y è identica a quella esistente fra r e~. Pertanto
!cerchi della carta di Smith possono anche essere interpretati come cerchi.G =cost. e
B =cost. purché l'orientamento degli assi Rer e Imr venga invertito rispetto a quello della
Figura 4.1. La carta di Smith per le ammettenze è rappresentata nella Figura 4.2.
A parte il diverso orientamento degli assi (che in genere non vengono rappresentati), la
struttura della carta di Smith per le impedenze e per le ammettenze è identica. Pertanto la
stessa carta può essere usata sia come carta d'impedenza sia come carta d' ammettenza, con
l'avvertenza di misurare l'argomento del coefficiente di riflessione a partire dal semiasse
orizzontale di destra quando si considerano le impedenze (Figura 4.3a), dal semiasse di
sinistra quando si considerano le ammettenze (Figura 4.3b).

Rer
O

1.0

5.0

-00

- 5.0

Figura 4.2
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L'ammettenza Y corrispondenteall'impedenzaZ (cioèY =1/Z) è rappresentata sulla
cartadi Sl1Ùthdalpuntosimmetricoa quelloche rappresentaZ(Figura4.3c);infattisiaa Z
che a Y compete lo stesso coefficiente di riflessione, che è rappresentato da punti simmetrici
sulla carta di ammettenza e su quella di impedenza.

La carta di Sl1Ùthè utile perché permette di visualizzare le trasformazioni di impedenza
(ammettenza) lungo le linee, trasformazioni che non sono per niente intuitive, a causa della
complessità delle espressioni (2.8) e (2.9). Si consideri ad esempio la trasformazione
d'impedenza che si ha al passaggio dalla sezione z alla sezione z - d in una linea senza perdite
di impedenza caratteristica ZooSia ZiZo =R+ j Xl' impedenza normalizzata nella sezione z,
cui corrisponde il coefficiente di riflessione r rappresentato dal punto P (Figura 4.4). Poiché
la linea è senza perdite il coefficiente di liflessione nella sezione z - d è dato da

r' =r e -j 41td1A.

verso il..generatore..
I

verso il

carico ..
d

-::I

:=~
~

I z-d
Z', r'

zo ~
rz;

z,r

::I

spostamenti verso il
carico (d < O)

Figura 4.4

".

a
b c

Figura4.3
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e differisce da i solo per l'argomento. Pertanto i' è rappresentato dal punto P', ottenuto
spostando P nel verso orario lungo un arco di circonferenza con centro sull'origine, di
ampiezza angolare pari a 41td1À(le rotazioni orarie corrispondono agli spostamenti verso il
generat~e, ~elle antiorarie a spostamenti verso il carico). In corrispondenza di P' si leggono
i valori R' e X' della parte reale e della parte imm~ginaria dell 'impedenza normalizzata nella
sezione z - d. L'impedenzacercataè Z' = ZO(R'+jX').

Le trasformazioni di ammettenza vengono effettuate esattamente nello stesso modo.
La carta di Smith può essere usata per trasformare le impedenze (ammettenze) anche nel

caso di una linea con perdite. In questo caso si ha:

i I =(i e -j 41td/À.)e -2ad

Pertanto, dopo aver effettuato la rotazione che
porta P in P', il punto Q' che rappresenta i'
(vedi Figura 4.5) viene ottenuto modificando
la lunghezza del segmento OP' in base alla
relazione

OQ' = OP' e -2ad

I valori di R' e X' vengono letti nel punto Q'.
Le rotazioni sulla carta di Smith sono pro-

porzionali a diA.Esse vengono agevolate dalla
presenza di due cerchi graduati (vedi Figura
4.6), su cui sono riportati i valori di diAnell' in-
tervalloO+ 0.5.1Nei due cerchile scalesono
orientate nel verso orario (per le rotazioni
corrispondenti a spostamenti verso il generatore) o in quello antiorario (per gli spostamenti
verso il carico).

5.5

Figura4.5

Misura d'impedenza mediante la linea fessurata

Ad alta frequenza la misura d'impedenza può essere effettuata connettendo l'impedenza da
determinare all'estremità di una linea e misurando il rapporto d'onda stazionaria e la distanza
di un minimo del diagramma d'onda stazionaria dall'estremità della linea. Il metodo, oggi
pressoché abbandonato grazie all' avvento di strumenti molto più sofisticati e pratictda usare,
è istruttivo e merita di essere considerato.

Normalmente la linea è costituita da una cavo coassiale nel quale viene introdotta una
sonda attraverso una fenditura longitudinale praticata sul conduttore esterno (Figura 5.1). Se
la fenditura è stretta la perturbazione che essa introduce sulla propagazione del modo TEM

1 Il valore diA.=0.5 corrisponde ad una rotazione di 21t.Rotazioni corripondenti a spostamenti maggiori
di ìJ2, vengono' effettuate sottraendo da diA.il multiplo di 0.5 che consente di ottenere un valore
compreso fra O e 0.5. Ad esempio lo spostamento diA.=4.772 =9 x 0.5 + 0.272 è equivalente allo
spostamento diA.=0.272.

Matteo
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Modulo del coefficiente di riflessione

Figura 4.6

è trascurabile (si ricorda che nel modo TEM le correnti sono longitudinali) così che il
diagramma d'onda stazionaria è praticamente identico a quello che si avrebbe in assenza
della fenditura. La sonda può essere spostata lungo il cavo, in modo da prelevare un segnale
di ampiezza proporzi<;maleall'ampiezza della tensione esistente nelle varie sezioni trasver-
sali. Mediante la linea fessurata è possibile detenninare il rapportod'onda stazionaria e la
distanza ~in (Figura 5.2). Da queste quantità si deduce l'impedenza di çarico, mediante il
seguente procedimento. Dal rapporto d'onda stazionaria si deduce il valore dell'impedenza
normalizzata vista nella sezione di minimo, che è data da (vedi Equazione 2.17):

z= ZO/ t.R.. ln. =-
t.R..

(punto P sulla carta di Smith)
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fenditura

misuratore

d'ampiezza

carrello
scorrevole

Carico

sezione d'ingresso
del carico

Figura 5.1

Si passa dalla sezione di minimo alla sezione d'ingresso del carico effettuando uno
spostamento dminverso il carico. Quindi la rotazione in verso antiorario corrispondente a
dmiiÀ permette di individuare sulla carta di Smith l'impedenza di carico norm~lizzata ZL
(puntoQ). Infinel'impedenzaincognitavienedeterminatacalcolando ZL = ZL Zoo

5.6 Rappresentazione dei generatori

La Figura 6.1a rappresenta in maniera schematica un generatore che eroga potenza ad un
carico attraverso una linea di trasmissione. I terminali del generatore e del carico sono posti
su una certa sezione AA' della linea. La potenza è generata da correnti di densità Jo, che si
assume siano indipendenti dalle condizioni di carico. I Le correnti Jo generano il campo E,
H e -nella sezione AA' - la tensione Vela corrente I. Nella stessa sezione si ha

(6.1)

dove hOè il vettore modale magnetico per il modo dominante della linea.

I
R= vmax

~ vmax I
Vmin I

V .
mm

o

Z = 1/ R ~I

zo

ZL~I
I

]ZL

~

I

I

I

I

I

~
I

d.mm

Figura 5.2

I In alcuni tipi di generatore Jo dipende in qualche misura dalle condizioni di carico. In questi casi
l'ipotesi è accettabile solo in prima approssimazione.
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Figura 6.1

Se il generatore viene cortocircuitato, ponendo una parete perfettamente conduttrice sulla
sezione AA' (Figura 6.lb), nella regione del generatore si ha il campo E', H' e la corrente sulla
sezione AA' assume un certo valore Ic (corrente di cortocircuito del generatore). In queste
condizioni il campo magnetico sulla sezione AA' diviene:

Per la regola di equivalenza illustrata nella Figura 3.3 del Capitolo 4, il campo nella regione
del carico rimane uguale a quello creato dal generatore, se si considera la situazione di Figura
6.1c, in cui le sorgenti effettive del campo vengono sostituite da una lamina di corrente di
densità

(6.2)

giacente sulla sezione AA'. In particolare la lamina equivalente genera nella sezione AA'
proprio la tensione V e -dalla parte del carico - propriola correnteI. La laminadetermina
una discontinuità nel campo magnetico che, alla sinistra di AA' è dato da

dove i rappresenta la corrente immediatamente a sinistra di AA'. Indicando con Zg
l'impedenzavista dallasezioneAA', guardandoverso il generatorequandoJo =O (impe-
denzainternadel generatore),si ha:

Pertanto risulta:

(6.3)

Considerando la relazione

e sostituendo le espressioni (6.1), (6.2) e (6.3) si ottiene:
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da cui:

Questa relazione corrisponde allo schema circuitale indicato nel riquadro tratteggiato nella
Figura 6.2a (generatore equivalente di Norton). Il generatore equivalente può sostituire
quello reale ai fini di tutti i calcoli circuitali. Esso è determinato da due sole quantità: la
corrente di cortocircuito del generatore e la sua impedenza interna. Tali quantità caratteriz-
zano completamente il generatore, qualunque sia la sua reale struttura.

La tensione a vuoto del generatore è Vo = Zg Ic; pertanto, eliminando Ic dalla precedente
equazione, si ottiene:

Questa relazione corrisponde allo schema circuitale indicato nel riquadro tratteggiato nella
Figura 6.2b (generatore equivalente di Thevenin).1 Dunque il generatore può anche essere
caratterizzato mediante la tensione a vuoto, piuttosto che attraverso lacorrente di cortocircuito.

Come è noto dalla teoria dei circuiti un generatore eroga la massima potenza (potenza
disponi bile) quando esso è chiuso suun' impedenza pari aZZ.Grazie a questo fatto è possibile
determinare indirettamente l'impedenza interna collegando il generatore a un carico di
impedenza variabile e osservando per quale valore d'impedenza si ha la massima erogazione
di potenza. La misura della potenza disponibile permette inoltre di determinare indirettamen-
te i moduli di Ice di Vo.2Infatti, come risulta immediatamente dall' esame dei circuiti indicati
in Figura 6.3, la potenza disponibile è data da:

generatore equi valente
(Norton)

carico generatore equivalente
(Thevenin)

carico

I A
A

W
I

Vi

A' JA,
ba

Figura 6.2

I Sarebbe stato possibile giungere direttamente al circuito equivalente di Thevenin, applicando il criterio
di equivalenza illustrato nella Figura 3.4 del Capitolo 4.

2 Ad alta frequenza (esempio f> 100 MHz) le tensioni e le correnti non possono essere misurate
direttamente, a causa della difficoltà di realizzare voltmetri e amperometri adeguati allo scopo. Pertanto
Vo e le non possono essere ottenute direttamente mediante misure a vuoto o in cortocircuito. Invece le
misure di potenza non presentano particolari difficoltà.
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Figura 6.3

(6.4)

(Rg e Gg sono la resistenza e la conduttanza interpa del generatore). Pertanto risulta:

(6.5)

Le fasi di Voe di le rimangono indeterminate, ma questo non costituisce un problema nella
maggior parte dei casi.

In generale l'impedenza all' ingresso della linea collegata al generatore è diversa da quella
che dà luogo all' erogazione della potenza disponibile. È facile mostrare che, in questo caso,
la potenza erogata dal generatore, ossia quella che entra nella linea, è data da

PI = Re VIII* -
2 -

RIII/ -
2

GIIV/
2

(6.6)

Le formule che mettono in relazione la potenza erogata con quella disponibile sono
particolarmente utili, perché la potenza di~ponibile e l'impedenza interna rientrano fra le
specifiche che normalmente caratterizzano i generatori ad alta frequenza.

5.7 Adattatori d'impedenza

L'impedenza d'ingresso di una linea disadattata è sensibile alle variazioni di frequenza, tanto
più quanto maggiore è la lunghezza della linea. Se la linea è lunga molte lunghezze d'onda
le variazioni dell' impedenza d'ingresso possono essere ingenti, anche in bande di frequenza
ristrette, come quelle occupate dagli spettri dei segnali quasi-sinusoidali impiegati nei
sistemi di radiocomunicazione. In un sistema di telecomunicazioni questo può provocare
forti differenze fra il segnale ricevuto dal carico e quello trasmesso dal generatore (distor-
sione).Per questa ragione fra la linea e il carico viene normalmente inserito un "adattatore
d'impedenza" (Figura 7.1), costituito da un quadripolo virtualmente senza perdite che
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~ d

adattatore Z Lzo

zo

Figura7.1

trasfonna l'impedenza ZLnell' impedenza caratteristica della linea. I Così, se nella banda di
interesse la trasfonnazione è pressocché perfetta, l'impedenza d'ingresso della linea è
pressocché costante (Zi ""ZO)e le distorsioni vengono ridotte.
L'adattamentodella lineapresentainoltrei seguentivantaggi: .

a) poiché l'impedenza d'ingresso è indipendente dalla lunghezza della linea, la potenza
erogata dal generatore è quella prevista dal progettista, indipendentemente dalla lunghez-
za della linea che l'installatore impiega per collegare il generatore al carico;

b) la massima potenza trasrnissibile aumenta quando la linea è adattata (vedi commento alla
Equazione 2.20); pertanto, negli impianti di potenza, l'adattamento pennette di ridurre
le dimensioni delle linee.

Dunque, nella maggior parte dei casi, i generatori vengono collegati a linee adattate e
vedono, come impedenza di carico, l'impedenza caratteristica della linea. Pertanto, affinché
la potenza erogata sia massima, è necessario che anche l'impedenza interna del generatore
sia uguale all'impedenza caratteristica della linea. Se è verificata questa condizione si dice
che ilgeneratore è adattato alla linea. L'adattamento del generatore è ottenuto collegando alla
sua uscita un adattatore d'impedenza che trasfonna l'impedenza interna del generatore
nell'impedenza caratteristica della linea (Figura 7.2a, b). Così il generatore e l'adattatore
possono essere visti come un nuovo generatore di impedenza interna pari a ZO(Figura 7.le).

generatore

adattatore I :l
zo

generatore adattato

l~~A
a b c

Figura 7.2

I L'adattamento di carichi puramente reattivi è impossibile. Infatti, se esso fosse possibile, la linea
trasporterebbe la potenza attiva Pine'che dovrebbe essere totalmente assorbita dal carico (l'adattatore
è senza perdite), cosa che non può avvenire se il carico è puramente reattivo.
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zo
~riCO

LYZL

Figura7.3

In conclusione, in molti casi, il generatore e il carico sono collegati da un circuito del
genere di quello indicato nella Figura 7.3. Normalmente, gli apparati commerciali (trasmet-
titori, ricevitori, antenne, ecc.) includono l'adattatore come parte integrante, così da
presentare un'impedenza pari a quella della linea con cui è previsto il collegamento.

Il progetto dell'adattatore connesso al generatore differisce da quello del carico solo
perché l'impedenza da adattare è Zg invece di ZL' Per questa ragione in seguito si farà
riferimento al solo caso dell' adattamento del carico. Esistono molti tipi di adattatore, ma non
è questa la sede per esaminarli in dettaglio. Pertanto ci si limiterà a pochi esempi.

Se l'impedenza che deve essere adattata è reale (ZL=RL)' l'adattamento può essere
ottenuto mediante un tratto ìJ4 di impedenza caratteristica

(7.1)

La Figura 7.4 rappresenta un adattatore in quarto d'onda realizzato in coassiale; nel tratto
ìJ4 il valore richiesto di impedenza caratteristica viene ottenuto scegliendo opportunamente
il diametro del conduttore interno. Si noti che l'impedenza d'ingresso del carico può sempre
essere resa reale modificando opportunamente la lunghezza del tratto di linea AB.

Altri tipi di adattatore vengono realizzati inserendo in serie o in parallelo alla linea
reattanze opportunamente posizionate. Le reattanze vengono realizzate con tronchi di linea
a vuoto o in corto circuito ("stub"). La Figura 7.5 rappresenta lo schema di un adattatore che
utilizza uno stub in cortocircuito, posto in parallelo alla linea. La stessa figura mostra la
realizzazione in coassiale di questo adattatore. La linea di lunghezza d trasforma l' ammetten-
za di carico nell'ammettenza Y' =Yo + jB, che ha parte reale pari all'ammettenza carat-
teristica della linea con cui si vuole realizzare l'adattamento e parte immaginaria in generale
non nulla. La parte immaginaria viene cancellata dallo stub in parallelo, la cui suscettanza
è -B. Così, immediatamente a sinistra dello stub, ~ivede la richiesta ammettenza Yo.

R L Carico

~ìJ4

Figura 7.4
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yo Y' = yo + jB

d ...

yo yo

- jB

5tub in
corto circuito

00

ds

4/ d.. .~.....-

Figura 7.5

Il progetto dell'adattatore è facilitato dalla carta di Smith (vedi figura). Sulla carta viene
riportata l'ammettenza di carico normalizzata YL = YdYo. La linea di lunghezza d sposta
l' amme~nza lungo il cerchio con c~tro sull2rigine passante per YL' fin£.a incontrare il
cerchio G =l. In questopuntosi ha Y' = l +jB, e quindisiha Y' = yO+j ByO.Mediante
la carta di Smith si trova il valore di dlÀ, da cui si ottiene d. Si noti che è anche possibile
considerare una lunghezza d maggiore, se il punto Y' viene fatto corrispondere all'altra
intersezione fra il cerchio centrato sull'origine e il cerchio G= 1 (vedi figura).

Lo stub viene realizzato con una linea di ammettenza caratteristica Y~, in cui la lunghezza
d'onda è Às(se lo stub è realizzato con una linea uguale aquella principale Y~e Àscoincidono
con yOe À.).La lunghezza dello stub (ds) può essere determi~ta mediante la (3.6), ovvero
usando la carta di Smith. A questo scopo si riporta sul cerchio G =Oil punto che rappresenta
l'ammettenza d'ingresso che si vuole realizzare; tale punto corrisponde alla suscettanza
normalizzata:

Bs =-B/yg = -Byo/yg

Poiché l' ammettenza del corto circuito terminale è rappresentata dal punto 00, la lunghezza
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dello stub deve essere tale da spostare taleyunto lungo il cerchio G =Ofino a raggiungere
il punto corrispondente alla suscettanza Bs. Dalla carta di Smith si desume il valore di
ds/Às.

Se lo stub è costituito da una linea a vuoto il

progetto è analogo al precedente. L'unica dif-
ferenza consiste nella determinazione di ds (in
questo caso si deve giungere al punto corri-
spondente a Bs partendo dal punto G= B=O).
L'uso dello stub aperto è più conveniente per
la realizzazione degli adattatori nei circuiti a
microstriscia (Figura 7.6).

verso il

dal

generatore

Figura 7.6

5.8 Matrice di trasmissione (V-I) di un tronco di linea

Le tensioni e correnti all' ingresso e all 'uscita di un quadripolo lineare qualsiasi (Figura S.la)
sono legate da relazioni lineari. Pertanto, è lecito scrivere

(S.l)

La matrice [a] viene detta matrice di trasmissione (V-I) del quadripolo. I
Nel caso di una linea di lunghezza d (Figura S.lb), ponendo l'origine dell'asse z sulla

sezione d'uscita, si ha:

V2 =V(O) =V~ + Va - 12 =1(0) = V~ - VaZO ZO

1 I I
I

'-i
VI I

i
zo , y

I 12
I~r
I V2
j--

1- d 01
a

Figura 8.1

-z
b

l La specificazione V-I sta a indicare che la matrice collega tensioni e correnti;-essaserve a distinguere
la matrice [a] da un altro tipo di matrice di trasmissione usata nello studio dei circuiti a microonde.
Secondo la convenzione usata nella teoria dei circuiti i versi positivi delle correnti sono quelli entranti
nel quadripolo.
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Ricavando V(je Va si ottiene:

(8.2)

D'altro canto si ha:

Sostituendo le (8.2) si ottiene:

VI =V2coshyd - 12ZOsinhy

I( =V sinhyd2 ZO 12 cosh Y d

Dunque la matrice di trasmissione di un tronco di linea è:

[

COShYd ZOsinh Yd

]
[a]= sinhyd h d° cos YZ

(8.3)

Se le perdite della linea sono trascurabili si ha:

[

2nd '

Zo. 2nd

]

cos- J sm-
[a]= . 1 . ~nd 2n~

J-sm- cos-
ZO À À

(linea senza perdite) (8.4)

Si noti che la matrice di trasmissione di una linea è identica a quella introdotta nelParagrafo
Il del Capitolo 2, per mettere in relazione i campi all'ingresso e all'uscita di uno strato
dielettrico attraversato da onde piane uniformi.

Anche nel caso dei quadripoli vale la proprietà secondo la quale la matrice ditrasmissione
di N quadripoli in cascata (Figura 8.2) è uguale al prodotto delle matrici di trasmissionedei
singoli quadripoli:

[a]tot =[a](l) [a](2) ...[a](N) (8.5)

~ ~======g
Figura 8.2

Matteo
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Figura 8.3

Questa proprietà permette di calcolare la matrice di trasmissione di N tronchi di linea
in cascata (Figura 8.3a), o anche la matrice di trasmissione di linee connesse in cascata
con quadripoli di altro tipo. Ad esempio è possibile calcolare facilmente la matrice di
trasmissione di quadripoli costituiti da linee, da trasformatori ideali e da impedenze
(ammettenze) connesse in serie (parallelo) alle linee (Figura 8.3b). A questo scopo bisogna
considerare, oltre alle matrici di trasmissione delle linee anche quelle dei suddetti elementi
(vedi Tabella 8.l).

È interessante osservare che, per il teorema di reciprocità, la matrice di trasmissione di un
quadripolo lineare passivo qualsiasi gode della seguente proprietà:

(8.6)

. Infatti, ricavando dalle (8.1) le correnti in funzione delle tensioni, si ottiene

dove:

a22

YII=~

l

Y21=-aI2
(8.7)

Le quantità Yijsono i parametri di ammettenza del quadripolo. Poiché, per il teorema di reciprocità,
la matrice d'ammettenza di un quadripolo è simmetrica (vedi Paragrafo 5 del Capitolo 4), confron-
tando le espressioni di YI2e di Y21si deduce la (8.6). .
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Tabella 8.1 Matrici di trasmissione di quadripoli elementari

z

[a]=[~ ~]

[a]=[~ ~]

I

5.9 Cenni sulle guida d'onda come componenti circuitali

I procedimenti usati per lo studio del comportamento circuitale delle linee si applicano anche
alle guide d'onda, che spesso sostituiscono le linee nei circuiti a microonde. Nel Capitolo 3
si è visto che lo studio della trasmissione attraverso le guide funzionanti in condizioni di
propagazione unimodale si riduce a quello delle onde di tensione e di corrente per il modo
dominante. Tali onde sono rappresentate da espressioni formalmente identiche a quelle delle
onde di tensione e di corrente nelle linee di trasmissione. L'unica differenza consiste nel fatto

che Àdeve essere sostituita da Àge ZOdeve essere sostituita dall 'impedenza caratteristica del
modo dominante. Così anche nelle guide è possibile definire il coefficiente di riflessione e
l'impedenza lungo la guida, l'impedenza e il coefficiente di riflessione del carico, l'impe-
denza interna del generatore e così via. Pertanto la maggior dei concetti esposti a proposito
delle linee si applicano anche allo studio delle guide.

Un caso particolarmente semplice da trattare è quello di un diaframma dielettrico di
spessore d (Figura 9.1), inserito in una guida. Poiché i vettori modali per il modo dominante
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sono identici dentro e fuori dal dielettrico, per la continuità dei campi elettrico e magnetico
tangenziali la tensione e la corrente modale sono continue sulle due facce dello strato
dielettrico. Pertanto il sistema considerato equivale a tre linee in cascata, perchè con questa
connessione le tensioni e le correnti sono continue attraverso i terminali di connessione. Le
impedenze caratteristiche e le lunghezze d'onda sono quelle del modo dominante nelle varie
guide; il tratto dielettrico è rappresentato da una linea di impedenza caratteristica Z' diversa
da quella della linea che rappresenta il resto della guida (Z). Lo studio della trasmissione
attraverso il diaframma può quindi essere affrontato con il metodo esposto nel paragrafo
precedente, considerando il prodotto delle matrici di trasmissione di tre tronchi di linea.

A differenza.di quanto visto nel precedente esempio, spesso le discontinuità determinano
condizioni al contorno che non possono essere soddisfatte considerandoTI solo modo
dominante. Le discontinuità indicate nella Figura 9.2 sono rappresentative da questo punto

curva

quadripolo

equivalente alla
discontinuità

Figura 9.2

}-i I---{

Z À.g Z' À.'g Z À.g
.......... I---{

di ... d ----.

Figura9.1
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di vista. Poiché una discontinuità provoca riflessione, il circuito equivalente che la rappre-
senta è costituito da due linee (corrispondenti ai tratti di guida prima e dopo la discontinuità)
e da un opportuno quadripolo che riflette e trasmette le onde di tensione e di corrente
esattamente come la discontinuità riflette e trasmette le onde di tensione e di corrente del
modo dominante. I parametri del quadri polo non sono in genere semplici da calcolare
analiticamente. In ogni caso, però, essi possono essere dedotti sperimentalmente mediante
opportune misure di riflessione e di trasmissione, o possono essere determinati al calcolatore
mediante opportuni algoritrni che risolvono numericamente il problema elettromagnetico
connesso.



6
Cavità risonanti

Una cavità risonante è costituita da un volume vuoto (o contenente un dielettrico a basse
perdite), racchiuso da uno schermo metallico. Le cavità vengono spesso impiegate sia
per la realizzazione di componenti a microonde (esempio filtri, generatori e amplificatori
di potenza) sia come strutture d'interazione fra campo e particelle nelle macchine
acceleratrici (sincrotroni, acceleratori lineari, ecc.). Questo capitolo è dedicato allo
studio delle proprietà generali delle cavità risonanti.

Nei Paragrafi 1 e 3 viene mostrato che, in assenza di sorgenti, qualsiasi cavità può
essere sede di oscillazioni elettromagnetiche persistenti (nelle cavità idealmente consi-
derate senza perdite) o smorzate (nelle cavità reali).
Le oscillazioni avvengono a frequenze e con configurazioni di campo ben determinate,
dipendenti dalla forma e dalle dimensioni della cavità (frequenze e modi propri di
oscillazione ).
Le cavità possono oscillare secondo infiniti modi, ad un numero illimitato di frequenze,
a differenza di quanto avviene nei sistemi oscillanti costituiti da insiemi finiti di
elementi, che presentano sempre un numero finito di modi e di frequenze proprie (sistemi
di masse interconnesse da molle, circuiti LC, ecc.). Questo risultato è analogo a quello
che si trova studiando le oscillazioni dei sistemi meccanici continui (esempio corda
vibrante fissata agli estremi). Il Paragrafo 2 riguarda lo studio dei modi e delle frequenze
proprie delle cavità cilindriche, che viene considerato in dettaglio grazie alla sua
semplicità.

Come in tutti i sistemi oscillanti, quando una cavità è sollecitata da una sorgente
sinusoidale si hanno oscillazioni che divengono tanto più intense quanto più la frequenza
della sorgente si avvicina ad una delle frequenze proprie di oscillazione; inoltre,
qualunque sia la sorgente, il campo tende ad assumere la stessa configurazione del modo
corrispondente (risonanza). Per questa ragione i modi e le frequenze proprie vengono
anche detti "modi e frequenze di risonanza". Lo studio della risonanza viene svolto nella
seconda parte del capitolo.

La determinazione dei modi e delle frequenze di risonanza di un sistema lineare
qualsiasi richiede sempre la soluzione di un problema agli autovalori. Nel caso delle
cavità risonanti il problema da risolvere è strettamente connesso alla ricerca di certe
autofunzioni vettoriali dell' operatore di Laplace.
Le proprietà di queste autofunzioni e dei corrispondenti autovalori sono riassunte nel
Paragrafo 3 dell' Appendice D, la cui lettura è indispensabile per la comprensione del
presente capitolo.
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6.1 Oscillazioni libere di una cavità ideale

La Figura 1.1 rappresenta una cavità risonante ideale. Si suppone che le pareti siano costituite
da un conduttore perfetto e che il mezzo (isotropo, omogeneo e senza perdite) sia
caratterizzato dalle permeabilità e =Eoe' e II = J.1011'.1Poiché lo schermo conduttore isola il
volume V della cavità e non dissipa energia, è lecito chiedersi se -anche in assenza di sorgenti
-possano esistere nella cavità campi che oscillano con legge sinusoidale. Tali campi esistono
se, per qualche valore della pulsazione 00,esistono soluzioni non nulle del problema:

Figura 1.1

È evidente che le soluzioni cercate sono solenoidali (V . E =O,V . H =O). Ai fini della
successiva discussione è comodo modificare la forma delle equazioni di Maxwell introdu-
cendo al posto di H il vettore

H =-jT)H (1.2)

Così le equazioni di Maxwell assumono la forma simmetrica:

VXH=kE

}VxE=kH
nel volume V

(1.3a)

(1.3b)

dove

k = ooJqi = 00/ v

è un parametro (reale positivo) incognito. L'esistenza di campi oscillanti è legata all' esisten-
za di valori di k (autovalori) per i quali il sistema (1.3) ammette soluzioni non nulle
(autofunzioni). Le (1.3) coincidono con le (D.15) dell' Appendice D, che sono soddisfatte
dagli autovalori ki e dalle autofunzioni solenoidali Ei e Di dell'operatore di Laplace, con le
condizioni al contorno n x Ei =Oe n x V x Di =O. Qualunque sia V, esiste una successione
illimitata di autovalori reali positivi {kl, kz ' ...} alla quale corrispondono due successioni

l Il mezzo è quasi sempre costituito dall' aria o dal vuoto (nelle cavità attraversate da fasci di particelle).

VxHjOJ<E }

(l.la)
nel volume V

V xE =-joollH (l.lb)

nxE=O sul contorno Sv (l.lc)
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di autofunzioni reali normalizzate, {EI' E2, ...}, {HI, H2' ...}, che soddisfano le condizioni
di "ortonormalità":

J E. .E.dV=o..
1 J IJ

V
JH. .H.dV=o..

1 J IJ
V

Le soluzioni del problema (1.3) hanno ampiezza e fase indeterminata, perché - a causa
dell' omogeneità delle equazioni -moltiplicandouna soluzioneperuna costantecomplessa
qualsiasi siottiene ancora una soluzione. Invece, grazie alla normalizzazione, le autofunzioni
Ei e Hj sono perfettamente determinate, a meno di una possibile inversione del segno di
entrambe. Pertanto, se k corrisponde ad uno degli autovalori kj, il sistema (1.3) ammette
soluzioni del tipo:

dove Ai rappresenta una costante complessa arbitraria. Per la (1.2) il campo ha la forma

H -.Ai H-J- .
11 1

(1.4)

Il campo (1.4) rappresenta un modo proprio della cavità; la sua frequenza è determinata dal
fatto che k (cioè roIv)coincide con l'autovalore kj. Ad esempio, se si può assumere che alla
frequenza di oscillazione ilmezzo non sia dispersivo (e, Il,v indipendenti da ro),la pulsazione
è data esplicitamente da:

(1.5)

Poiché le autofunzioni sono reali, il campo istantaneo corrispondente alle (1.4) è:

E =~ Ej(r)cos(oojt + <J>j)
jl.

H = 1..Hj (r)sin (OOjt + <J>i)
11

(1.6)

dove ~ e <J>jsono il modulo e l'argomento di Ai. A ogni coppia di autofunzioni Ei, Hj
corrispondono campi oscillanti di questo tipo. Possono quindi esistere infiniti modi, il cui
spettro di frequenze dipende dallo spettro degli autovalori kj.

Le (1.6) mostrano che, nei modi, l'andamento spaziale del campo elettrico e del campo
magnetico è determinato dalle autofunzioni e rimane immutato nel tempo. Inoltre il campo
elettrico e il campo magnetico oscillano in quadratura così che - in certi istanti e ad intervalli
di un quarto di periodo -uno dei due campi si annulla mentre l'altro raggiunge la massima
intensità. Questo comportamento è analogo a quello già riscontrato nelle onde stazionarie
pure.

Le equazioni di Maxwell e le equazioni costitutive per i campi istantanei sono lineari;
pertanto esse sono soddisfatte da combinazioni lineari di campi oscillanti del tipo suddetto.
In altri termini, più modi oscillanti possono coesistere nella cavità, dando luogo al campo:
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E= Lj~Ei(r)COS«(J)it+q>j)
I

(1.7)

In presenza di più modi il campo non è più sinusoidale perché le frequenze di oscillazione
dei modi sono diverse. Inoltre, solitamente, le oscillazioni del campo non sono periodiche
perché (escludendo situazioni molto particolari) le frequenze dei modi presenti nella cavità
non sono multiple di una frequenza fondamentale. Nel caso di più modi coesistenti la
configurazione del campo varia continuamente nel tempo. Solo i modi "puri" mantengono
invariata la loro configurazione.

Supponendo per semplicità che il mezzo non sia dispersivo (e' = Er,J.1'= Ilr), l'energia
immagazzinata nella cavità all'istante t è data da

Sostituendo le (1.7) si vede facilmente che, grazie all'ortonormalità delle autofunzioni,
risulta:

00

eoer~. . ;<l.2u=- /-JI I
2 I

(1.8)

Si nota in primo luogo che l'energia è costante, come era da attendersi visto che essa non può
essere né dissipata né scambiata con l'esterno; in secondo luogo si osserva che l'energia è
la somma delle energie che competerebbero ai singoli modi se ognuno esistesse in assenza
degli altri. È chiaro che questa ultima proprietà dipende dall' ortogonalità delle autofunzioni.

La determinazione delle autofunzioni Ej e Hj e dei corrispondenti autovalori è ilproblema
centrale nello studio di una cavità risonante. Le autofunzioni possono essere determinate
risolvendo il problema (1.3) sotto la condizione (I.1c), ovvero problemi equivalenti in cui
l'unica funzione da determinare è E o H . Ad esempio, prendendo il rotore di entrambi i
membri della (1.3b), utilizzando la (1.3a) e usando l'identità (A.34) dell' Appendice A si
ottiene: .

V2E+k2E=O

}V.E=O
nel volume V (I.9a)

nxE=O sul contorno Sy (I.9b)
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V2H+k2H =O

}V.H=O
nel volume V O.lOa)

nxVxH=O sul contorno Sv (1.10b)

I problemi (1.9) e 0..1°) sono equivalenti a quello originario ed evidenziano che - comesi
è già detto - E ed H sono le autofunzioni solenoidali dell'operatore di Laplace, con le
condizionial contorno(1.9b)e (1.10b)rispettivamente. .

La determinazione analitica delle autofunzioni e degli autovalori è possibile solo nel caso di
cavità di forma semplice come, ad esempio, certe cavità cilindriche (v. paragrafo successivo)
o la cavità sferica. I Gli autovalori e le autofunzioni di cavità più complicate vengono
determinati numericamente, risolvendo uno dei problemi (1.3), (1.9), (1.1O)con l' ausilio del
calcolatore.

In ogni caso la sola nozione dell'esistenza dei modi e delle loro proprietà permette di
prevedere teoricamente certi comportamenti generali delle cavità, in particolare il fenomeno
della risonanza di cui si parlerà nel successivo Paragrafo 5. L'osservazione di questo
fenomeno permette di determinare sperimentalmente in modo semplice le frequenze proprie
di una cavità.

6.2 Modi delle cavità cilindriche

È possibile ricavare i modi delle cavità cilindriche risolvendo i problemi agli autovalori
discussi nel precedente paragrafo, ovvero - indirettamente, ma più rapidamente -
utilizzando i risultati della teoria delle guide. Infatti le cavità cilindriche possono essere
viste come tronchi di guida d'onda (Figura 2.1 a) o di linea schermata (Figura 2.1b) chiusi
agli estremi da due piani conduttori, così che i modi di risonanza possono essere ricavati
dai modi della guida (o della linea), considerati a quelle particolari frequenze per cui essi
soddisfano le condizioni al contorno imposte dalla presenza dei piani conduttori in z =°
e z =d. Come nelle corrispondenti guide, i modi delle cavità cilindriche possono essere
suddivisi in modi TM, TE e TEM (questi ultimi presenti solo nelle cavità derivanti da
linee).

MODITM Ad una generica frequenza, quindi per un generico valore di k, il modo TMnp
della guida ha la forma (vedi Capitolo 3, Equazione 2.20a):

llK'
E ' V . np I

= enp + J~"'np nz H = h'npI (2.1)

1 Si veda ad esempio: R. F. Harrington, Time-harmonic Electromagnetic Fields, McGraw-Hill, 1961,
p.269.
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z z

oo

dd

a b

Figura2.1

dove:

Perché il modo possa esistere nella cavità è necessario che il campo elettrico trasversale sia
nullo sui piani conduttori terminali, cioè che la tensione V sia nulla in z =O e in z =d.
La condizione nell' origine implica Vi)=- Vò; quindi, introducendo la nuova costante

C =2kVÒ/y~p' deve aversi:

y'
V = -~CsinhY'npzk 1= j C cosh y'npzTI

(2.2)

Affinché la tensione sia nulla anche in z =d deve risultare:

sinh y'npd =O

e quindi:

y'np d =jqn (q intero) (2.3)

Dall'espressione di y~psi deduce la condizione

d~k2 - <fp = qn
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che è soddisfatta se k assume uno dei seguenti valori:

(2.4)

Sostituendo la (2.3) nelle (2.2) si ottiene:

V=~Csin q1tZ

d k'npq d

I . C q1tZ
= J-cos-

TI d (2.5)

Quindi si ha:

E
C

( , q1t. q1tZ, q1tZ)=-;-- enp -sm--uz Knp 'l'np cos-
k npq d d d

(2.6a)

q =O, 1,2, ...

H .C h, q1tZ=J- cos-
TI np d

(2.6b)

(i valori negativi di q danno luogo alle stesse soluzioni che si hanno con i valori positivi). Il

modoè identificato da tre indici e viene indicato con la sigla TMnpg'Le precedenti espressioni
possono essere poste nella forma (1.4) dividendo e moltiplIcando per la costante di
norma1izzazione

(I;q = 1 se q = O, I;q = 2 se q ;t. O)

e introducendo la nuova costante A =C /~. Così si 9ttiene

E= AE'npq
.A

H'
H=J- npqTI

(modo TMnpq) (2.7)

dove:

~ q1tz)/ d 1t q1tZ , cos-' - I;q (e' -9-sin--uz Knp'l'np dEnpq - k' np d dnpq
(2.8a)

(2.8b)

flE'npql2 dV = 1
v

f lH'npq 12dV = 1
v



224 Capitolo 6

I vettori E~ e H~pq rappresentano le autofunzioni relative ai modi TM della cavità
cilindrica.l l corrispondenti autovalori sono dati dalla (2.4).

Le precedenti espressioni permettono di ricavare le autofunzioni e gli autovalori dei modi

TMnpqquando sono noti K'n-p''Vnp'e~p'h~p'come nel caso delle cavità a sezione rettangolare
o circolare (vedi Capitolo 3, Tabella 4.1 e 6.1).

La Figura 2.2 mostra l'andamento di alcuni modi nel caso q =O. Per questo particolare
valore dell'indice i modi sono indipendenti da z, il campo elettrico è assiale e il campo
magnetico è trasversale. Inoltre si ha k' npO=K'np e quindi le frequenze di risonanza dei modi

TMnpocoincidono con le frequenze di taglio dei modi TMnpe non dipendono da d. Le (2.5)
mostrano che i modi con q *-Ohanno l'andamento di onde stazionarie con due nodi in z =O
e inz =deconq - l nodiintermedi.L'andamentodiun modoTMconq =l è rappresentato
nella Figura 2.3c.

MODITE Considerando il modo TEnp (vedi Capitolo 3, Equazioni 2.17b, 2.18b, 2.19b e
2.l2b), con procedimento analogo al precedente si trovano i seguenti valori di k per i modi

TEnpq:

(q = 1,2, ...) (2.9)

I campi hanno la forma:

.A
H"

H= J- npq11
(2.10)

dove E~pqe H~pqsono le seguenti autofunzioni normalizzate:

E H

z z
TMOIO

d

l Il lettore può facilmente verificare l'ortonormalità delle autofunzioni (ricordare le relazioni di
ortonormalità dei vettori modali delle guide e delle autofunzioni "'op)'

x F-a-j

a b c

Figura 2.2
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E" - f217/d " . q1tZ
npq-"'~fUe sm-np d (2.11a)

H" - .j2/ d (h" q1t cos q1tZ - U J(" (j)n sin q1tz )npq - k" np d d Z np p dnpq
(2.11b)

Le Figura 2.3a, b, d, e,f, h mostrano esempi di modi TE. Le Figura 2.3d, e rappresentano due
modi derivanti dai modi degeneri TEJJ della guida circolare. Evidentemente tali modi
risuonano alla stessa frequenza (modi degeneri).J Nella cavità a sezione circolare. tutti imodi
TEnpqe TMnpqcon n * O(modi asirnrnetrici) sono presenti in coppie degeneri.

MODI1EM Nelle cavità derivanti da linee bisogna considerare pure i modi TEM. Per
brevità si considera il solo caso in cui il volume della cavità è duplicemente connesso, come
nel caso della Figura 2.1b. In questo caso il modo TEM della linea è unico e i modi di
risonanza da esso derivanti sono identificati da un solo indice (modi TEMq)' Si trova
facilmente che la risonanza del modo TEMq ha luogo per i seguenti valori di k:

k~ =q1t/d q =1,2, ... (2.12)

n campo può essere posto nella solita forma:

(modo TEMq) (2.13)

dove E~ e H~ sono le seguenti autofunzioni normalizzate:

E
o ~2Z0 o . q1tZ
= -e sm-

q T\d d

Ho [211ho q1tZ
q =VZOd cosd

(2.14a)

(2.14b)

(ZOè l'impedenza caratteristica della linea, eOe hOi vettori elettrico e magnetico del modo
TEM). La Figura 2.3g rappresenta l'andamento del modo TEMI in una cavità coassiale.2

I I modi degeneri possono essere presenti in tutte le cavità e corrispondono alle autofunzioni che hanno
lo stesso autovalore. Il numero dei modi che risuonano ad una stessa frequenza è sempre finito, a causa
di una proprietà delle autofunzioni degeneri (vedi Appendice D).

2 Nel caso q =O si ha kg = O, Eg =O, Hg = ~2T\ I ZOd h~ Questa soluzione corrisponde al campo
magnetostatico creato da una corrente continua che circola dal conduttore interno a quello esterno
attraverso i conduttori terminali. Tale corrente può circolare indefinitamente, perché si è assunto che
il conduttore abbia conducibilità infinita. Soluzioni statiche di questo tipo non vengono classificate
come modi risonanti. Si può verificare che Hg è l'autofunzione con autovalore nullo del problema
(1.10), con la condizione ausiliaria n . H =O.Essa è l'autofunzione armonica che si ha quando il
volume della cavità è duplicemente connesso (vedi Appendice D).
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LUNGHEZZED'ONDADI RISONANZA Le lunghezze d'onda di risonanza sono definite
come i valori di A. (per le onde piane uniformi) che si avrebbero alla frequenza di
risonanza nel mezzo contenuto nella cavità. Poiché A. =21t/k, le lunghezze d'onda di
risonanza sono:
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2n 1

À'npq=~= ~ (1/À' )2 + (q/2d)2npq np

2n 1

À'~pq=~= ~ ( 1/À" )2 + (ql2d)2npq np

ÀO= 2n - 2dq 0--
kq q

(2.15a)

(2.15b)

(2.15c)

dove À'npe À'~prappresentano le lunghezze d'onda di taglio dei modi TM e TE della guida.
Come gli autovalori, le lunghezze d'onda di risonanza dipendono solo dalla forma e dalle
dimensioni della cavità. Ad esempio, nel caso delle cavità a sezione rettangolare e circolare
si ha:

CAVITÀ CILINDRICA A SEZIONE RETTANGOLARE

À' - 2
npq - ~ (n/a)2 + (p/b)2 + (q/d)2

À" = 2
npq ~ (n/a)2 + (p/b)2 + (q/d)2

(n, p = 1,2, ...; q = O, l, ...) . (2.16a)

(n, p =O, 1, ...; q =1,2, ...)
(escluso n = p = O, P = O) (2.16b)

CAVITÀ CILINDRICA A SEZIONE CIRCOLARE

(p = 1,2, ...;n, q =O, 1, ...) (2.17a)

(n =0,1, ...; p, q =1,2, ...) (2.17b)

La frequenza e la lunghezza d'onda di risonanza di un modo qualsiasi sono evidentemente
collegate dall' espressione

(2.18)

Le frequenze di risonanza dipendono anche dalle permeabilità del mezzo.
Le lunghezze d'onda dei prinù modi sono dell'ordine delle dimensioni della cavità che,

usualmente, sono dell'ordine dei decimetri o dei centimetri; con queste dimensioni le più
basse frequenze di risonanza sono dell' ordine delle centinaia di megahertz o dei gigahertz.
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6.3 Oscillazionismorzate

Nelle cavità reali l'energia dei modi decresce a causa delle perdite nelle pareti e nel mezzo;
dunque le oscillazioni sono smorzate. Le pareti sono sempre costituite da metalli ad alta
conducibilità e il mezzo è il vuoto, ovvero un dielettrico a basse perdite. l Per questa ragione
è lecito assumere che il campo istantaneo del modo i-esimo sia ancora rappresentato dalle
(1.6), in cui però ~ e q>isono funzioni "lentamente variabili", nel senso che le loro variazioni
sono apprezzabili solo in tempi molto più lunghi del periodo Ti =21t/roioNell'intervallo (t,
t + Ti) l'andamento del campo è praticamente sinusoidale, così che l'energia contenuta nella
cavità all'istante t può essere calcolata usando l'espressione (1.8), che nel caso di un solo
modo assume la forma:

(3.1)

Uguagliando l'energia perduta e l'energia dissipata nell'intervallo suddetto si ha

u(t) - u(t + Ti) =w(t) Ti (3.2)

dove w(t) rappresenta la potenza mediamente dissipata nell'intervallo stesso. In generalew
è data dalla somma della potenza dissipata nelle pareti conduttrici (wc) e di quella dissipata
nel dielettrico (wd)' Poiché nell' intervallo considerato il campo è praticamente sinusoidale,
tali potenze possono essere calcolate mediante le formule dei campi monocromatici,
considerando i fasori

comese ~ e q>ifossero costanti. Per la (6.7) del Capitolo 2 si ha:

Per la (8.4) del Capitolo lla potenza dissipata nel dielettrico è:

l Si assume che il mezzo non sia magnetico e che, alla frequenza di risonanza del modo considerato,si
abbia e' '" e,.. Pertanto si ha: Se '" ente,.; 11= 11,I.Je,..
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Ricavando.9l.Tdalla (3.1) e sostituendo nelle espressioni precedenti si ha:

)
0)

\' u(t)
w(t =

Qj
(3.3)

dove Qi è un coefficiente adimensionale dato da:

(3.4)

Sostituendo la (3.3) nella (3.2) si ottiene:

u(t + Tj)- u(t) O)j---u(t)
Ti Qj

Per l'ipotesi di lenta variabilità dell' energia il rapporto incrementale al primo membro può
essere assimilato alla derivata di u; pertanto la precedente espressione può essere sostituita
dall' equazione differenziale

du 0).
- = Lu

dt Qj

la cui soluzione è

u = uo e -(COi/Q;)t (3.5)

dove uoè il valore iniziale. Conseguentemente l'ampiezza delle oscillazioni decresce con la
legge

.9I.j = .9I.oie -(co/Q;)t (3.6)

dove .9I.Ojè il valore iniziale. Tanto maggiore è Qj tanto più lento è lo smorzamento e tanto
più la cavità si avvicinaal modelloidealesenza perdite.Per questaragioneQj viene detto
"fattore di merito" della cavità per il modo i-esimo. Il significato del fattore di merito diviene
più chiaro osservando che per la (3.3) si ha:

Q. = O)i u = 2nu = 2n x energia del modo
\ w wTj energia perduta in un periodo (3.7)

La costante di tempo con cui l'energia decresce è



230 Capitolo 6

Poiché, come si vedrà nel successivo esempio, i valori tipici del fattore di merito sono
dell'ordine delle migliaia, la costante di tempo è dell'ordine di parecchie centinaia o delle
migliaia di periodi. Questo risultato è coerente con l'ipotesi di lenta variabilità che sta alla
base della precedente trattazione.

ESEMPIO: FATIORE DI MERITO DEL MODO TMOIO NELLA CAVITÀ CILINDRICA A SEZIONE

CIRCOLARE Questo modo è rappresentato nella Figura 2.2b. Si ha:

XOI
k'olO= -;-

'"A: - 2na011--
XOI

(XOI =2.405) (3.8)

H'OIO=ffb'OI

Pertanto:

JlH'olOedSy = 2~ Jlb'Ol12dS+~ Jlb'OII2dS
Sv Paretepiana Paretecil.

L'integrale sulla parete piana è unitario a causa della normalizzazione di biJl' Inoltre sulla
parete cilindrica si ha Ih'OII2=lIna2. Dunque si ottiene:

Dall'espressione generale del fattore di merito si ricava:

(3.9)

. ESEMPIONUMERICOSe la cavità è realizzata in rame, se le sue dimensioni sono a = 2 cm,
d = 4 cm e se al suo interno si ha il vuoto, si ottiene:

A.'011 = 5.306 cm f011 = 5.654 GHz Rs=18mQ Q'OIO= 16790

Se invece la cavità contiene allumina (E,-=9.6) e se le sue dimensioni sono ridotte nel rapporto
1/,JE,-=0.323 (in modo da mantenere immutato il valore di f()l1>supponendo che alla frequenza di
risonanzal'angolo di perditadell'alluminaconsideratasia 8e=10-4rad, risulta:

QOIO= 3514

Nel secondo caso il fattore di merito è molto più basso; questo fa comprendere la ragione per cui
normalmente sievitadi avere dielettrici all' interno delle cavità. Si noti che inentrambi icasi la costante
di tempo è molto maggiore del periodo (2670 periodi nel primo caso, 559 periodi nel secondo).

.
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6.4 Sviluppo in autofunzioni

Un campo vettoriale definito in una regione limitata V può essere sviluppato in autofunzioni
vettoriali dell' operatore di Laplace (vedi Appendice D, Paragrafo 3), con la sola condizione
di essere a quadrato sommabileo È possibile usare l'uno o l'altro dei seguenti insiemi di
autofunzioni: I

(Ei' E2, o.., Ej, 000;- V'VI - V'V2 V'Vi )
A' 1/2' A' 1/2 ' ..0'- A' 1/2' ...i 2 i

(40la)

(Hi' H2' 000'0., 00.;- Vq>i - Vq>2 Vq>il Ali i/2' Ali i/2 ' "0'- Ali 1/2' ...)I 2 i
(401b)

Ei e Hi sono le autofunzioni solenoidali già considerate e i rimanenti vettori sono le
autofunzioni irrotazionali; queste ultime sono espresse come gradienti dei potenziali 'Vie q>i
che, a loro volta, risultano dalla soluzione dei seguenti problemi scalari agli autovalori:

'V i =O sul contorno Sy (4.2a)

dq>i/ dn = O sul contorno Sy
(4.2b)

(con la normalizzazione f 'VfdV =f q>f dV =1)
v v

Gli sviluppi in autofunzioni possono servire a rappresentare il campo elettromagnetico
nella regione V. Tale rappresentazione tornerà utile nel prossimo paragrafo, per studiare
le oscillazioni forzate in una cavità. A questo scopo conviene usare l'insieme (401a)per
sviluppare il campo elettrieo e l'insieme (4.1b) per sviluppare il campo magneticoo Così
si ha:

E =~ . A. E. - ~ . F Vm.
£..1 l l £..1 l 'l'l

I i
(4.3a)

H =~ . B. o. - ~ . G. Vq>.
£..1 l l £..1 l l

I I
(4.3b)

I Per semplificare il discorso si assume che il volume V sia semplicemente connesso e che la superficie
di contorno sia unicaoSe così non fosse (esempio volume toroidale o volume compreso fra due sfere
concentriche) bisognerebbe considerare anche le autofunzioni armoniche, indicate con E~ e H~
nell' Appendice D.
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dove:

A. =fE.E. dVI I

V

B. =fH.H. dV
I I

V
(4.4a)

F =-~ fE. V'", . dV
I A'. I

IV

G. =-~ fH. V'q>.dV
I A'~ I

IV
(4.4b)

Affinché gli sviluppi siano utili, è necessario trasformare le espressioni dei coefficienti in
modo da esprimerli direttamente in funzione delle sorgenti e delle condizioni al contorno.
Si supponga che le sorgenti siano costituite da una densità di corrente elettrica Jo distribuita
nel volume V e che il mezzo sia continuo. In questo caso anche E e H sono continui e le
espressioni dei coefficienti possono essere trasformate come segue (vedi Equazione D.18,
Appendice D):

A. =J...

[f
H. .V'XEdV- fH. .nxE dS

]
I k. I I V

I V Sv

B. =J... f E. . V' x HdV
I k. I

I V

p. =~ f"' .V'.EdV
I A'. I

I V

G. =~
[f

m.V'.Hdv-fm.n.HdS
]

I A'! 't'I 't'I v
I V Sv

Osservando che

V'.E=-V'.~~mE=~~ V'.H=O

i coefficienti Fi e Gi vengono espressi in funzione della densità di carica associata alle
sorgenti e delle condizioni al contorno; si ha:

F - l f1- - EA'. "'i Po dVI V
(4.5a)

G. =-~ fm.n.HdS
I A'~ 't'I V

I Sv
(4.5b)
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Inoltre, eliminando V' x E e V'x H dalle espressioni di Ai e Bi mediante le equazioni di
Maxwell si ha:

Bi = :. fEi .(jroeE+Jo)dV
1 v

Quindi, tenendo conto delle (4.4a), si ottiene:

k. A + J'roll B. =- fR .n x EdS1 1 , 1 I V (4.6a)

J'roEA - k. B. =- fE. .J odV
I 1 1 I

V
(4.6b)

Larisoluzione di questo sistema permette di esprimere anche icoefficienti Aie Bi in funzione
delle sorgenti e del campo elettrico tangenziale al contorno.

6.5 Oscillazioni forzate di una cavità

Si consideri una cavità delimitata da una sola parete conduttrice e comprendente un volume
semplicemente connesso (Figura 5.1). Il campo prodotto da sorgenti elettriche di pulsazione
O}agenti nella cavità può essere espresso mediante lo sviluppo in autofunzioni (4.3). Si
suppone che il mezzo sia a basse perdite (o senza perdite) e che alla pulsazione O}le
permeabilità siano rappresentate da:

v =c/J€;

n

Pertanto si ha:

Le pareti della cavità sono costituite da un me-
tallo a elevata conducibilità o - idealmente -
da un conduttore perfetto.

Figura5.1
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CAVITÀIDEALE In questo caso si ha ee =O e sulla parete risulta: I

oxE=O o.H=O

Dalla (4.5b) si ottiene:

Gj=O (5.1)

Osservando che l' autovalore corrispondente alla frequenza di risonanza dell' i-esimo modoè

dalle (4.6) si ottiene:

roi Fr- Ai + jro cllo Bj = O

jroC€oEr Ai - roi.J£; Bi =-c J Ei . Jo dV
v

Il determinante del sistema è dato da

(5.2)

Esso si annulla per ro=ro i; pertanto, se si suppone

v

la soluzione del sistema esiste purché la frequenza della sorgente non coincida con la
frequenza di risonanza del modo i-esimo. Si ha:

(5.3a)

(5.3b)

I due coefficienti divergono quando quando ro tende a roi'

l Sull'interfaccia fra un conduttore perfetto e un mezzo isotropo la componente normale del campo
magnetico è nulla. Questa proprietà dipende dalla continuità della componente normale di B e
dall'annullamento di B dentro il conduttore.
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Sostituendo le (5.1), (5.3) e (4.5a) nelle (4.3) si ottiene:

(5.4a)

(5.4b)

Quando roè prossimo a roi i tennini in Ei e Hi divengono molto grandi e dominano su tutti
gli altri; in queste condizioni si ha:

(5.5a)

(5.5b)

Dunque in prossimità della i-esima risonanza il campo diviene molto intenso e tende ad
assumere invariabilmente la conformazione dell' i-esimo modo, qualunque sia l'andamento
delle sorgenti (esclusi i casi particolari in cui !'integrale è nullo).

. Il contributo delle autofunzioni irrotazionali può essere espresso in modo diverso; infatti si può
mostrare che

~i i lJ"'i PodV
]

::i =-VuI v I

dove v soddisfa:

V2U =- PalE

u=o

nel volume V

sul contorno Sv

v è soluzione dell'equazione di Poisson con la condizione al contorno di Dirichelet, proprio come il
potenziale elettrostatico che verrebbe prodotto nella cavità dalla densità di carica Pa. Quindi,
nell'espressione generale del campo elettrico, la serie contenente le autofunzioni irrotazionali
rappresentauncontributoquasi-statico,direttamentecollegatoallecariche. .

CAVITÀREALE Si intuisce che, a causa delle perdite, il campo in una cavità reale rimane
finito anche quando la frequenza della sorgenti tende a una frequenza propria. Nel caso della
cavità ideale la crescita illimitata del campo dipendeva dall' annullamento del determinante
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(5.2), così che, per trovare l'effettivo valore raggiunto dal campo alla risonanza, bisogna
valutare di nuovo il determinante, senza trascurare né la conducibilità finita delle pareti né
l'angolo di perdita del dielettrico. Poiché la conducibilità è elevatissima e l'angolo di perdita
è piccolissimo, ci si può attendere che in prossimità della i-esima risonanza il determinante
debba ridursi a valori piccolissimi senza tuttavia annullarsi. Conseguentemente si può
prevedere che i coefficienti Ai e Bi' pur rimanendo finiti, divengano molto maggiori di tutti
gli altri coefficienti dello sviluppo in autofunzioni.

Il campo elettrico sulla parete soddisfa la condizione di Leontovic

n x E =~(1 + j)H

Poiché in prossimità della risonanza il termine in Hi domina su tutti gli altri termini presenti
nello sviluppo di H si può assumere

(5.6)

e quindi:

Sostituendo nelle (4.6) risulta:

(5.7a)

jm c£Ocr(1- j8e) Ai - mi .JE: Bi =- cf Ei .JodV
v

(5.7b)

Calcolando il determinante del sistema e trascurando i termini che contengono il prodotto
8eRssi ottiene:

Come previsto il determinate non si annulla per alcun valore reale di m ma diviene molto
piccolo quando mè prossimo a mi' Il mancato annullamento dipenue dalla parte immaginaria
che, per quanto piccola, non può essere trascurata. Invece il termine reale proporzionale a Rs
può essere ignorato, perché questo comporta solo un piccolo errore sulla frequenza di
annullamento della parte reale. L'effetto delle perdite è importante solo in prossimità della
risonanza così che, nel valutare la parte immaginaria del determinate, è lecito fare la seguente
approssimazione:
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ovvero, ricordando la definizione del fattore di merito:

In definitiva, al fine di una valutazione sufficientemente accurata di Ai e di Bj in prossimità
di O)i,è lecito fare la seguente approssimazione:

Risolvendo le (5.7) e ignorando i termini in Rs e ee che risultano al numeratore di Aj e Bi' si
ottengono formule analoghe alle (5.3) in cui però, in luogo della differenza 0:)2- O)~che

appare al denominatore, si ha la quantità 0:)2- jO)O)/Qj - O)~.Ne consegue che, in prossimità
della i-esima risonanza, le (5.5) vengono sostituite dalle seguenti espressioni:

(5.8a)

H - -VO).
(S ]- 0)2-' O)O)~ 2

Ei .JodV H.
J~-O)' I

Qj I V

(5.8b)

Proprio alla risonanza il campo assume i valori:

E. :::::-1'1Qj

(S
E. .J odV

]
E.

ns 'I k. I I
I V

(5.9a)
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(5.9b)

L'intensità del campo alla risonanza è proporzionale al fattore di merito.
Le (5.8) possono essere riscritte nella seguente forma, che evidenzia la dipendenza del

campo dalla frequenza intorno ai valori di risonanza:

(5.lOa)

(5.lOb)

La Figura 5.2 mostra il tipico picco che caratterizza l'andamento dell' ampiezza del campo
in prossimità della frequenza di risonanza.
La larghezza del picco, definita come l'intervallo di frequenze in cui le ampiezze di E e di
H superano Erill/2 e Hri/-Y2,è data da

(5.11)

Per rappresentare l'andamento del campo a frequenza non necessariamente prossime a
quelle di risonanza bisogna usare espressioni simili alle (5.4), in cui però i denominatori
uJ2- ro~vengonomodificatiaggiungendoil termine dipendentedai fattori di merito.La.
Figura 5.3 rappresenta l'andamento tipico dell' ampiezza del campo elettrico osservato in un
certo punto, al variare della frequenza della sorgente. I picchi corrispondono alle risonanze
dei vari modi. Si nota che al crescere di role frequenze di risonanza si addensano e i picchi
tendono a sovrapporsi. Quando la frequenza cresce al punto da rendere la distanza fra le

I

~
I

~ (~ro) i = roJQi

E/&is

ro

Figura5.2



Cavità risonanti 239

E

o (ù

Figura 5.3

pulsazioni di risonanza paragonabile alla larghezza teorica dei picchi (Equazione 5.11), i
picchi stessi si confondono e la valutazione dell' effetto delle perdite basata sull' approssima-
zione (5.5) non è più accettabile, perché i modi prossimi a quello i-esimo hanno ampiezza
non trascurabile.

CENNISULLECAVITÀCOMEELEMENTICIRCUITALI Lo studio delle oscillazioni forzate
può essere svolto senza particolari difficoltà anche nel caso di cavità collegate alinee (o guide
d'onda) attraverso piccole aperture, 1come, ad esempio, nel caso della Figura 5 .4a. Lo studio
è sempre basato sullo sviluppo in autofunzioni. Nella determinazione dei vari coefficienti
(Equazioni 4.5 e 4.6) gli integrali di volume sono nulli (non si hanno sorgenti interne) mentre
gli integrali di superficie dipendono essenzialmente dai campi elettrici sulle porte. Poiché tali
campi sono proporzionali alle tensioni, i coefficienti dello sviluppo in autofunzioni vengono
trovati sotto forma di combinazioni lineari delle tensioni stesse. Anche in questo caso si trova
che il campo diviene molto intenso quando la frequenza è prossima ad una frequenza di
risonanza e che la configurazione del campo tende a quella di un modo puro.

Considerando lo sviluppo del campo magnetico, le correnti alle porte vengono trovate
sotto forma di serie, in funzione delle tensioni. Si trova che in prossimità della i-esima
risonanza la relazione fra le tensioni e le correnti è analoga a quella che caratterizza il circuito

zo2

a b

Figura 5.4

l K~ Kurokawa, An lntroduction to the Theory oJ Microwave Circuits, Academic Press, NewYork-
London, 1969, Capitolo 4.
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equivalente rappresentato nella Figura 5.4b. Nel circuito LRC la frequenza di risonanza e il
fattore di merito corrispondono a quelli dell'i-esimo modo; si ha infatti:

1

,jLiCi =OOi

Le lunghezze delle linee (dI, d2) e i rapporti di trasformazione (nl' n2) dipendono dalla
conformazione del sistema di accoppiamento fra la guida e la cavità e dal posizionamento
delle porte. Il campo nella cavità è proporzionale alla corrente li.

In pratica, per una data cavità, i valori degli elementi del circuito equivalente possono
essere determinati sperimentalmente, mediante opportune misure effettuate in uno stretto
intorno della frequenza di risonanza.

Poiché l'impedenza del circuito risonante è bassa solo in prossimità della pulsazione (()i'
l'accoppiamento fra le due linee è apprezzabile solo vicino alla risonanza; pertanto la cavità.
si comporta come un filtro selettivo che trasmette solo in una stretta banda intorno a (()j.
Lontano dalla risonanza il campo è debole ed è essenzialmente localizzato in prossimità della
guida d'ingresso; solo in prossimità della risonanza il campo si intensifica in tutta la cavità,
dando luogo all'accoppiamento fra ingresso e uscita.

6.6 Cavità riconducibili a circuiti comprendenti linee di trasmissione

La Figura 6.1 rappresenta due esempi di cavità scomponibili in tronchi di linee (Figura 6.la)
e in elementi circuitali concentrati (Figura 6.lb). Nei modi di risonanza che cadono nel
campo di frequenze in cui le linee tràsmettono solo onde TEM, il campo ha andamento di
un'onda stazionaria di tipo TEM nelle linee e andamento quasi-statico negli elementi
concentrati. Per studiare questi modi si può usare la seguente tecnica circuitale.

Si supponga di applicare un generatore di corrente in una generica sezione AA' (Figura
6.2a) e di regolame la frequenza facendola variare in tutta la banda in cui si vogliono trovare
le risonanze. Si supponga che le linee e gli elementi concentrati siano senza perdite. Come
si è visto nel paragrafo precedente, il campo diverge quando la frequenza del generatore

~A

3@
Sez. AA'

~A

-~ I---l---~ @ -(~--
Sez.AA'~A'

[ Z1 ~ Z2 ]

a

..r
C~

zo

b

Figura 6.1
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tende a una delle frequenze di risonanza; in particolare diverge la tensione VM' ai capi del
generatore. Per questa ragione, in corrispondenza delle risonanze, l'impedenza vista dal
generatore è infinita e l' ammettenza è nulla. L' ammettenza vista dal generatore è data dalla
somma delle ammettenze Y' e Y" viste verso sinistra e verso destra (Figura 6.2b); pertanto
le frequenze di risonanza possono essere determinate trovando i valori di roper i quali si ha:

Y'(ro) + Y"(ro) = O

Avendo ignorato le perdite le due ammettenze sono immaginarie; pertanto la precedente
espressione può essere scritta introducendo le suscettanze B' e B", ottenendo la seguente
equazione che ha come soluzioni le frequenze di risonanza:

B'(ro) + B"(ro) =O (6.1)

In realtà il criterio descritto non permette di ricavare le'frequenze di eventuali modi per i quali
si ha un nodo di tensione proprio nella sezione AA'; infatti questi modi non sono eccitati dal
generatore.) D'altro canto, se si ha un nodo di tensione, le suscettanze B' e B" divergono;
dunque queste particolari risonanze - se esistono - avvengono a frequenze per cui sia B' che
B" sono infinite. Pertanto il criterio sopra descritto deve essere completato considerando
anche questa eventualità.

ESEMPIO Nel caso della cavità di Figura 6.lb, scegliendo la sezione AA' ai capi del
condensatore si ha (vedi Equazione 3.6, Capitolo 5)

l =0
roC- ZOtg(rod/v)

ovvero:

cotg (rodIv) = ro CZo (6.2)

l Il campo elettrico è proporzionale alla tensione e quindi -nei modi in questione - è nullo nella sezione
AA'. Pertanto, in questi particolarissimi modi, le autofunzione Ej sono nulle nella zona occupata dalla
sorgente e, a causa delle (5.3), i modi stessi non vengono eccitati.

,A Y',=jB' Y" =;jB'"

[
zO

:AA Z, ] [
zo g) )

I
A'

a b

Figura 6.2
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Le soluzioni di questa equazione sono le pulsazioni di risonanza (0), 00z,...indicate nel
grafico di Figura 6.3. L'andamento delle onde stazionarie peri primi tre modi è indicato nella
stessa figura.

o

Figura6.3
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7
Radiazione

Questo capitolo è dedicato allo studio del campo generato da sorgenti monocromatiche
in un mezzo isotropo, omogeneo e illimitato.

Il capitolo inizia con l'introduzione dei potenziali di Lorentz, che sono particolarmen-
te adatti a trattare questo problema. Viene mostrato che, nel caso monocromatico, il
campo può essere dedotto da un solo potenziale vettoriale che soddisfa l'equazione di
Helmoltz inomogenea.
La soluzione di questa equazione, dcavata nell' Appendice G, ha la forma di un integrale
che può essere semplificato se il campo viene considerato a grande distanza dalle
sorgenti (Paragrafi 3 e 4).
Lo studio del campo a grande distanza mostra che le onde elettromagnetiche trasportano
verso l'infinito l'energia erogata dalle sorgenti (radiazione). I Paragrafi 5, 6, 7 riguarda-
no le proprietà delle sorgenti di dimensioni trascurabili rispetto alla lunghezza d'onda,
il cui comportamento può essere studiato in generale,. senza far riferimento a casi
specifici. Il Paragrafo 8 tratta la radiazione nei mezzi a basse perdite e mostra come, in
questo caso, sia semplice tener conto delle dissipazioni.

Le espressioni del potenziale e del campo generato da sorgenti magnetiche sono
analoghe a quelle trovate nel caso delle sorgenti elettriche e possono essere dedotte da
queste mediante un opportuno scambio di simboli (dualità). Questo argomento è trattato
nel Paragrafo 9.

Lo studio del campo a grande distanza evidenzia il fatto che, nei problemi riguardanti
regioni illimitate, la sfera all'infinito può essere vista come una particolare superficie
d'impedenza. Ciò permette di estendere alle regioni illimitate i teoremi di unicità, di
equivalenza e di reciprocità visti nel Capitolo 4. Questo argomento viene discusso nel
Paragrafo lO.
Applicando i teoremi di unicità e le regole di equivalenza è possibile determinare molto
semplicemente il campo generato da sorgenti che agiscono in presenza di superfici piane
conduttrici (Paragrafo Il) e di utilizzare i risultati trovati nella prima parte del capitolo
per studiare il campo in un semispazio, quando sia noto il campo elettrico tangenziale
al piano che lo delimita.
Questo problema, discusso negli ultimi cinque paragrafi, è di basilare importanza per lo
studio di certi tipi di antenne (vedi Capitolo 8) e per quello dei fenomeni di diffrazione
(vedi Capitolo 9). La sua trattazione richiede l'impiego dell'integrale di Fourier, le cui
principali proprietà sono brevemente riassunte nell' Appendice F.

Matteo
Highlight
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7.1 Potenzialidi Lorentz

In assenza di sorgenti magnetiche si ha:

V' x E = - jroJ.lH (1.1)

Poiché J.lHè solenoidale, esiste un potenziale vettoriale A (definito a meno di un vettore
irrotazionale) tale che

Sostituendo nella prima delle (1.1) si ottiene:

V' x (E + jro A) = O

Il vettore irrotazionale in parentesi può essere espresso come il gradiente di un opportuno
potenziale scalare <1>,definito a meno di una costante:

E + jroA = - V'<I>

Dunque è possibile considerare due opportuni potenziali, A e <1>,noti i quali E e H vengono
dedotti mediante le seguenti relazioni:

E = - V'<I>- jro A

H=V'xA
J.l

(1.2a)

(1.2b)

La sola struttura di queste espressioni, indipendentemente dalla forma dei potenziali,
garantisce che E e H soddisfino le (1.1).

Se nel mezzo agiscono sorgenti elettriche di densità Jo vale l'equazione

V' x H = jroeE + Jo (1.3)

Essa pone un vincolo ai potenziali; infatti, sostituendo le (1.2) nella (1.3) e assumendo che
il mezzo sia omogeneo, si ottiene

dove - come al solito - si è posto k2 =w2 c J.l(si assume che k sia definito dalle ( 1.5) del Capitolo
2). Usando l'identità V' x V' x A = V'V' . A - V'2A si ottiene:

V'2A + k2 A - V' (V' . A + jw eJ.l<1»= - J.lJo (1.4)

I potenziali che determinano un dato campo elettromagnetico non sono unici. Infatti se a
una coppia di potenziali A e <I>che soddisfano la (1.4) si sostituiscono nuovi potenziali
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Radiazione 245

A' = A + Vxe <1»'= <I» - jroX(X= campo scalarearbitrario), i nuovipotenzialisoddisfano
pure la (1.4) e, attraverso le (1.2), forniscono gli stessi valori di E e H (la semplice verifica
è lasciata al lettore). Questa proprietà, usualmente indicata col termine inglese "gauge
invariance", può essere sfruttata per imporre ai potenziali una condizione aggiuntiva,
conveniente dal punto di vista matematico e/o fisico. Fra le diverse condizioni possibili la
più comune è la "condizione di Lorentz":

v . A + jro cf.! <I»= O (1.5)

Imponendo questa condizione il potenziale scalare viene eliminato dalla (1.4), che assume
la forma più semplice:

V2A +k2 A =- f.!Jo (1.6)

Ipotenziali A e <I»soggetti alla (1.5) vengono detti "potenziali di Lorentz". Si noti che, a causa
della (1.5), il potenziale scalare viene ottenuto immediatamente se si conosce la soluzione
della (1.6). Infatti si ha:

«P=- V.A
jrocf.!

(1.7)

Eliminando il potenziale scalare dalla (1.2a) si ottiene la seguente relazione, che permette
di dedurre il campo elettrico dal solo potenziale vettoriale:

VV.A - jroA
E = jrocf.!

( 1.8)

In definitiva il calcolo di E e H viene ricondotto alla determinazione di A, cioè alla soluzione
della (1.6).

Le componenti cartesiane del laplaciano di un vettore sono uguali allaplaciano delle
componenti dello stesso vettore. Pertanto, proiettando entrambi i membri della (1.6) sugli
assi, si ottengono tre equazioni del tipo: l

(a=x,y,z) (1.9)

Nello studio della radiazione le (1.9) sono definite in tutto lo spazio. Le correnti differiscono
da zero solo in una regione limitata.

7.2 Potenziale vettoriale in un un mezzo illimitato

La soluzione della (1.9) non è unica. Infatti, nota una soluzione particolare, è possibile
ottenerne un'altra aggiungendo ad essa una soluzione qualsiasi dell'equazione omogenea

1 Le equazioni del tipo (1.9) prendono il nome di equazioni di Helmoltz inomogenee.
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246 Capitolo 7

che ammette infinite soluzioni. Ad esempio, come il lettore può facilmente verificare,
l'equazione omogenea è soddisfatta da qualunque funzione d'onda piana del tipo

'l' = 'l'o e-jku.r

Affinché la (1.9) abbia una sola soluzione bisogna imporre opportune condizioni,
derivanti da considerazioni fisiche. Precisamente, poiché nel problema della radiazione
l'unica sorgente del campo è la corrente impressa nel volume V, bisogna imporre le
condizioni matematiche necessarie a escludere tutte le soluzioni che non hanno il significato
di effetti di Jo. Nell' Appendice G viene mostrato che l'unica soluzione dotata di questo
significato è:

-jkR
A (r)=~ fJ (r')~dV'

a 41t Oa R
V

(a=x,y,z) (2.1)

Il significato dei simboli è chiarito dalla Figura 2.1. Le variabili d'integrazione sono le
coordinate del punto r' ("punto sorgente") e R rappresenta la distanza fra r' ed r ("punto
d'osservazione"). Si noti che 1/R diverge quando r' tende a r; per questa ragione, quandoil
punto di osservazione è interno alla sorgente, l'integrale deve essere inteso nel senso del
limite

f= lim fvo--to
V v-vo

avendo indicato con Voun elemento infinitesimo di volume preso intorno a r. La singolarità
di 1/R è sufficientemente debole per assicurare l'esistenza del limite e la sua indipendenza
dalla forma di Vo.

z

R = Ir - r' I
punto
d'osservazione

y

Figura 2.1

~ -- .-
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Poiché l'espressione (2.1) è identica per le tre componenti di A, si può anche scrivere:

-jkR
A(r)=~ f J (r')~dV'

41t o R
v

(2.2)

Questa espressione rappresenta il potenziale vettoriaIe generato in un mezzo omogeneo,
isotropo e illimitato, da sorgenti elettriche localizzate nella regione V. L'espressione è valida
in ogni punto d'osservazione, interno o esterno a V.

Secondo la (2.2) A è ottenuto per sovrapposizione di infiniti contributi elementari del tipo

-jkR -aR -jj3R
J (r')dV'~=J (r')dV'~

O R o R

dove ~=Re[k]e a =-Im[k] coincidono con le costanti di fase e di attenuazione delle onde
piane uniformi nel mezzo considerato. Evidentemente ciascun contributo elementare è
un'onda sferica che si propaga dal punto sorgente verso l'infinito, con la stessa velocità di
fase delle onde piane uniformi. Però la funzione d'onda (2.2), ottenuta per sovrapposizione
delle onde elementari, generalmente non rappresenta un' onda sferica, né ha velocità di fase
uguale in tutti i punti.

La (2.2) vale nel caso di una sorgente distribuita nel volume V. Molto spesso, però, bisogna
considerare situazioni in cui le sorgenti sono correnti superficiali. Indicata con Sla superficie
su cui è concentrata la corrente e con Js la densità della corrente superficiale, appare
spontaneo estrapolare dalla (2.2) l'espressione da usare in questo caso rimpiazzando gli
elementi di sorgente volumetrici con elementi superficiali, mediante la sostituzione:

Così si ottiene:

-jkR
A(r) =~ fJ (r' )~dS'

41t s Rs
(r' ES, r~S) (2.3)

Il procedimento, pur non rigoroso, dà luogo a una espressione esatta. In effetti si può
verificare che i campi dedotti dalla (2.3) soddisfano le equazioni di Maxwell e che il loro
comportamento attraverso la lamina è quello corretto (Equazione 5.3, Capitolo 1). La
verifica non è immediata e viene omessa per brevità.

7.3 Approssimazionia grande distanza

Gli integrali (2.2) (2.3) possono essere sostituiti da integrali più semplici se ci si limita a
considerare il campo a grande distanza dalla sorgente. In questo caso infatti è possibile fare
certe approssimazioni che semplificano notevolmente la funzione da integrare. Il caso in cui
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248 Capitolo 7

lo studio del campo a grande distanza ha maggiore interesse è quello in cui il mezzo ha
attenuazione nulla (vuoto) o trascurabile (esempio aria). In questo caso si può scrivere

doveÀè la lunghezza d'onda delle onde piane uniformi alla frequenza di lavoro. Facendo
riferimento alla Figura 3.1 si ha:

R =~r2 + r,2 - 2rr' cosx = r~1 + (r' Ir)2 - 2(r' Ir) cosx

dove r'/rè una quantità tanto minore quanto maggiore è la distanza fra il punto di osserva-
zione e la sorgente. Sviluppando la radice in serie di potenze di r'/r si ottiene:

~ (
rl

) sin2x(
r'

)
2

1+(r'/r)2-2(r'/r)cosx=l-cosX ~ +~ ~ +O{(r'/r»)

e quindi:

R = r - r' [cosX - (r' /2r) sin2x + O{(r' Ir) 2}]

Per fare le approssimazioni. bisogna paragonare la distanza del punto d'osservazione
all'estensione della sorgente, definita come il diametro D della più piccola sfera che contiene
la sorgente stessa (Figura 3.1). Ponendo l'origine del sistema di riferimento al centro della
sfera, la distanza è "grande" se r» D. La condizione r» D implica r'/r« l; pertanto, in
base alla precedente espressione di R, si possono fare le seguenti approssimazioni:

1/R "= Vr (3.1a)

e-jkR"= e-jkr ~k r'cosx (3.1h)

Si noti che nella (3.1a) è stata fatta l'approssimazione R "'"r, mentre nella (3.1h) si è posto
R"'" r - r'cosx; infatti nell'esponenziale non è lecito trascurare il termine r'cosx, perché la
quantità

~-------------------

Figura 3.1
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Radiazione 249

2n
k r' cosX= - r' cosX

À

(dacui dipende la fase dei contributi dei vari elementi di sorgente) non tende a zero al crescere
di r. L'approssimazione (3.1a) richiede soltanto che la distanza sia sufficientemente grande
rispetto all'estensione della sorgente. Siccome l'errore che si compie nel porre R:::::r non
supera 0/2, l'approssimazione è migliore del 5% se

r> 100 (3.2)

L'errore di fase che si compie nell'approssimazione (3.1b) è

t! =k~r2 - 2rr' cosX + r,2 - k(r - r' cosX)

Calcolando il massimo di t! al variare di X si trova

t!max=kr'2/2r ::; k(0/2)2/2r =n02/4Àr.

Assumendo che sia ammissibile un errore di fase massimo di 1tI8,si deduce che l' approssi-
mazione (3.1b) diviene accettabile se

Se la (3.2) e la precedente condizione sono entrambe verificate, nelle espressioni (2.2) e (2.3)
si può porre

-jkR -jkr -jkre e JOkr'cosx e jku or'-:::::-e =-e r
R r r

(3.3)

dove Orè il versore radiale nella direzione del punto di osservazione (vedi Figura 3.1). Così
si ottiene:

(r>100 r >
202

, -)
À (3.4)

dove N è il cosiddetto "vettore di radiazione", definito come segue:

N= fJo(r' )ejku,r' dV'
v

(sorgente volumetrica) (3.5a)

N =f Js(r' )ejku,r' dS'
S

(sorgente superficiale) (3.5b)
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250 Capitolo 7

Il vettore di radiazione dipende dalla direzione in cui è posto il punto di osservazione,ma
non dalla sua distanza. Pertanto, a distanze tali da rendere possibile l'approssimazione (3.4),
per qualsiasi sorgente il potenziale dipende da r secondo e-jkr/r.Invece la dipendenzadalla
dirt:zione d'osservazione, che è dettata da N, vada da caso a caso.

Gli integrali che forniscono N sono molto più semplici degli integrali (2.2) e (2.3).Pertanto
il calcolo del potenziale è notevolmente semplificato se la distanza è tale da soddisfarele
disuguaglianze indicate nella (3.4).

Se la distanza è sufficiente, E e H possono essere ottenuti sostituendo la (3.4) nelle (1.8)
e (1.2b). La loro determinazione è facilitata se il gradiente, il rotQre e la divergenza sono
calcolati in un sistema di coordinate sferiche (Figura 3.2). In tale sistema N è funzionedelle
sole coordinate e e <I>del punto di osservazione e le componenti di A sono:

z
e

r

x.

y

<I>

Figura 3.2

Mediante le espressioni (A79, A80, A8i) si trova che le componenti in coordinate
sferiche di E e di H consistono nella somma di termini proporzionali 1IÀr,1Ir2e ìJr3.Quando
la distanza r, oltre a verificare le precedenti ineguaglianze, è anche molto maggiore di ')...
(esempio r> lOÀ) i termini proporzionali 1IÀrdominano sugli altri. Considerando solo
questi termini, e si ha:

(3.6a)

(3.6b)

dove 11è l'impedenza caratteristica del mezzo.
l vincoli imposti alla distanza dalle precedenti disuguaglianze sono ben evidenziati nel

diagramma logaritmico di Figura 3.3, in cui sono riportate le rette corrispondenti a

r =lOD, r =2D2/À r = 10À
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Ciascuna delle condizioni precedenti è verificata nella regione al disopra di una di queste
rette. Si possono distinguere le seguenti zone:

ZONA LONTANA (O DI RADIAZIONE O DI FRAUNHOFER)
le tre condizioni:

È la zona in cui sono verificate

r > 100 r > 2D2/À r > 10A. (3.7)

Tale zona è individuata dalla regione ombreggiata superiore. Si nota che il valore di r che
segna l'inizio della zona lontana dipende dal valore del rapporto D/À. Quando la sorgente è
grande rispetto alla lunghezza d'onda la zona lontana inizia a distanze che possono essere
moltomaggioridi 10D.Adesempio,nelcasoD/À=1000lazonalontanainiziaalladistanza
r =20000. Il calcolo del campo nella zona lontana è abbastanza semplice, richiedendo solo
la determinazione di N e l'uso delle formule (3.6). Il campo nella zona lontana si chiama
"campo lontano" ovvero "campo di radiazione". Il campo nella zona rimanente viene detto
"campo vicino".

ZONADIFRESNEL È la zona in cui sono verificate le condizioni r> 100, r> 10Àma non
è verificata la condizione r> 2D2/À.Tale zona cessa di esistere alla sinistra del punto Q, la
cui ascissa è DIA. =5. Quindi la zona di Presnel esiste solo nel caso di sorgenti estese più di
alcune lunghezze d'onda. In questa categoria rientrano quasi sempre le sorgenti ottiche e la
maggior parte delle antenne a microonde e a onde millimetri che. Nella zona di Presnel è lecita
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252 Capitolo 7

l'approssimazione (3.1a) ma non la (3.1b); pertanto nell' approssimare la funzione e-jkR.è
necessario tenere in conto un ulteriore termine dello sviluppo di R ponendo

e-jkR ::= e-jkr ejk [r'cosx - (r'sinx)2/2r] (3.8)

Poiché la fase è funzione sia di r che di r', nella zona di Fresnel non è possibile esplicitarela
dipendenza da r attraverso il fattore e-jkr/r.

ZONA DEI CAMPI REATIIVI È la zona in cui vale la condizione r > IOD mentre non è

verificata la condizione r > 1OÀ.(zona chiara alla sinistra del punto P). Tale zona esiste solo
nel caso di sorgenti più piccole della lunghezza d'onda, e si estende da IODa 1OÀ..Nellazona
dei campi reattivi è lecito approssimare il potenziale mediante la (3.4) ma non è possibile
usare le (3.6). Il nome attribuito a questa zona verrà giustificato nel Paragrafo 6.

ZONADELLASORGENTE È la zona in cui non è verificata la condizione r > 100. In questa
zona nessuna approssimazione è possibile e il calcolo analitico del potenziale e del campo
diviene in genere un' impresa disperata. È necessario procedere numericamente conl' ausilio
di un calcolatore.

7.4 Proprietà del campo lontano, radiazione

In un mezzo senza perdite il campo lontano è dato dalle (3.6). Se si escludono certe
distribuzioni di sorgente del tutto eccezionali (per le quali Ne e N$ sono nulli) il campo
lontano differisce da zero e, al crescere della distanza, decresce come IIr. Inoltre E e H sono
trasversali rispetto al versore radiale Br. con approssimazione tanto migliore quanto
maggiore è la distanza.

Considerando una componente del campo, ad esempio

si nota che la fase è data da:

-kr + Arg(Ne) -1t/2

Poiché Arg(Ne) dipende solo da e e <1>,il vettore d'onda è

B= -V[-kr + Arg(Ne)] =

l d l d
= kUr +--Arg(Ne)ue +--;-Arg(Ne)u$ =r de rsene 0<1>

21t

(
À. d À. d

)
=- ur +--;-Arg(Ne)ue + -;-Arg(Ne)u$

À. 21tr oe 21trsene 0<1>
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Poiché r è molto maggiore di Àsi ha

B "" 21t U
À r

Questo risultato, valido per tutte le componenti di E e di H, mostra che nella zona lontana
l'onda elettromagnetica tende a divenire sferica e che essa ha lunghezza d'onda e velocità
di fase pari a quelle delle onde piane uniformi. Siccome i campi a grande distanza tendono
a divenire trasversali, l'onda tende a divenire di tipo TEM. Essa non è uniforme perché Ne

e N$dipendono dalla direzione.
Per le (3.6) il campo elettrico e il campo magnetico soddisfano le relazioni:

H"" ur x E
11

(4.1)

Poiché 1'\è reale, relazioni analoghe sono valide per i campi istantanei, cosicché E e H sono
perpendicolari fra loro e soddisfano la regola del cavatappi, come in un' onda piana uniforme.

Il vettore di Poynting è dato da

S =E x H*
2

ovvero:

K-
S""2urr ~

dove

(4.3) I

Poiché nelle (3.6) sono stati trascurati termini che decrescono come 1Ir2,la (4.2) è valida
ameno di termini che decrescono almeno come l/r3. Nella zona lontana ilvettore di Poynting
è reale ed è diretto radialmente nel verso centrifugo. Dunque, a grande distanza dalla
sorgente, si ha un trasporto di energia verso l'infinito. Poiché il mezzo è senza perdite, alla
potenza trasmessa verso l'infinito (potenza "irraggiata") corrisponde un'uguale potenza
erogata dalla sorgente.

La potenza irraggiata "yiene determinata calcolando il flusso del vettore ~i Poynting
attraverso una sfera S con centro nell'origine e raggio tendente all'infi~to (Figura 4~1);
pertl!fito, ricordando che l'elemento di superficie sferica è dato da dS =r2 s~ne de d~ si ha

S . ur dS =K (e, <1»sene de d<l>
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y
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Figura 4. I

DUl}quela potenza irraggiata dalla sorgente è data da:

21t 1t

Pirr = f d<l> f K(8, <I»sen8d8
o o

(4.4)

La (4.4) è una formula esatta: infatti, nel calcolo del flusso del vettore di Poynting, i termini
che sono stati trascurati nella (4.2) non danno contributo perché decrescono più rapidamente
di 1fr2.

La (4.2) deriva dalle espressioni (3.6), in cui sono stati trascurati termini che decrescono
più rapidamente di 1fr. Dunque l'irraggiamento dipende solo dalla parte del campo che
decresce come 1fr.È questa la ragione per cui il campo rappresentato dalle (3.6) viene detto
"campo di radiazione".

La funzione K =K(8, <1»descrive l'irraggiamento nelle varie direzioni e prende il nome
di "intensità di radiazione". Il suo significato fisico è chiarito dalle seguenti considerazioni.
Sia dO l'angolo solido sotteso da un elemento di superficie sferica dS preso nella zona
lontana, alla distanza r e intorno a una generica direzione 8, <I>(Figura 4.1b); poiché
dO =dS/r2 la potenza che attraversa dS è data da

K
dP=S,urdS=2dS= KdOr

e risulta indipendente da r; dunque tutte le sezioni trasversali che sottendono lo stesso angolo
solido dO sono attraversate dalla stessa potenza. Ciò significa che nella zona di radiazione
la potenza elettromagnetica è - per così dire - incanalata dentro le regioni angolari
infinitesime in cui può essere suddiviso tutto lo spazio intorno alla sorgente. Dall' espressione
precedente si deduce:

K= dP
dO

[W/sterad] (4.5)
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e quindi l'intensità di radiazione rappresenta la potenza irraggiata per unità di angolo
solido. Il diagramma polare che riporta l'intensità di radiazione, normalizzata rispetto al suo
valore massimo, fornisce un'immagine visiva di come la potenza irraggiata dalla sorgente
viene distribuita nelle varie direzioni. Per questa ragione esso viene detto "diagramma di
radiazione". Ad esempio il diagramma di radiazione rappresentato nella Figura 4.2 è quello
di una sorgente che irraggia simmetricamente intorno all'asse z e che concentra laiadiazione
prevalentemente intorno al semiasse positivo.
Dalla (3.6a) si deduce che nella zona di radiazione l'ampiezza e il vettore di polarizzazione
del campo elettrico sono dati rispettivamente da:

(4.6)

Poiché nella definizione del vettore di polarizzazione la fase Xpuò essere scelta arbitraria-
mente (vedi Paragrafo Il, Capitolo 1), è lecito porre X =kr. Così risulta:

(4.7)

e inoltre

E:=::plEle-jkr H:=::ur xp lEI e-jkr
11

(4.8)

Si noti che, nella zona di radiazione, la polarizzazione è identica in tutti i punti di una stessa
semiretta radiale.

Mediante la (4.3) l'ampiezza del campo elettrico può essere espressa in funzione
dell'intensità di radiazione e della distanza. Così si ottengono le seguenti espressioni che
esprimono il campo lontano in funzione dell'intensità di radiazione e del vettore di
polarizzazione nelle varie direzioni:

Fi~ura 4.2
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(4.9a)

H:::::DrXp~2K e-jkr11 r
(4.9b)

7.5 Potenziale generato da piccole sorgenti

Una sorgente viene considerata "piccola" se le sue dimensioni sono molto minori della
lunghezza d'onda (DIA.« l). In questo caso il potenziale può essere calcolato mediantela
(3.4), purché sia r > lOD (l'altra condizione è automaticamente verificata). Nel calcolodel
vettore di radiazione interviene l'esponenziale eikUr'f',che può essere sviluppata in seriedi
potenze come segue:

Poiché Or. r' ~ D/2 risulta

kOr . r' ~ 1t (D/À.)« 1

Pertanto, ricordando che k =m/v, si ottiene:

jku .r' 1
.
k ' 1 .O) ,

e r ::::: + J r'D = + J-r .u
r V r

e quindi:

N::::: fJo(r') dV' + j ~ f Jo(r') r' ,ur dV'
v v

Dall' identità

Orx (r' x Jo) =r' Jo . Dr- Jo r' . Or=r' Jo . Or+ Jo r' . Or- 2 Jo r' . Or

si deduce:

L'espressione diadica che appare nell' ultimo termine equivale a un tensore (vedi Appendice
A) che ha le seguenti componenti:
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(
r' Jo +Jor'

)
= a' JOI3+ W Joa

2 al3 2
(a, ~=x, y, z)

Sostituendo nell'espressione di N si trova:

. joo 002
N::::Joom +-m xo --Q.o

e V m r v- r
(5.1)

dove

me =~ fJo(r') dV'
JOOV

mm =~f r' xJO(r') dV'
V

(5.2)

(5.3)

(a, ~=x, y, z) (5.4)

La (5.1) mostra che, ai fini del calcolo del campo generato da una piccola sorgente a distanze
molto maggiori delle sue dimensioni, la sorgente è completamente rappresentata dai vettori
~, mm ("momento di dipolo elettrico" e "momento di dipolo magnetico") e dal tensore
Q ("tensore quadrupolare elettrico").
- Il momento elettrico e il tensore quadrupolare possono differire da zero solo quando la
densità di carica non è nulla (cioè quando Jo non è solenoidale). Infatti ~ e Q possono anche
essere espressi mediante le seguenti formule, che mettono in evidenza il loro collegamento
con la densità di carica Po associata a Jo: I

me =f r' po(r') dV'
V

Qa,13 =~f a' W po(r') dV'
V

(5.5)

. Ad esempio,per ricavarela componente

si procede come segue. Indicando con V' =ux(a/ax') + ur<a/ay') + uia/az') l'operatore "nabla" riferito
alle variabili d'integrazione x', y', z', si ha Ux=V'x'; pertanto sostituendo nella precedente espressione,
e utilizzando il teorema della divergenza e l'equazione di continuità si ottiene:

l Se le cariche sono distribuite in superficie gli integrali di volume vengono sostituiti da integrali di
superficie. Questa osservazione vale anche per le (5.2-4), quando le correnti sono di tipo superficiale.
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m =~f(v' x').J dV' =~ f v'.(X' J )dV' -~ f x'v'.J dV'=
ex JO) O JO) O JO) OV V V

..!.- f x' J .ndS' + f x' P dV'=f x' P dV'
jO) o v o osv V V

(l'integrale di superficie è nullo perché Jo differisce da zero solo all'interno della zona V).
Relazioni analoghe valgono per le altre due componenti di me' Pertanto:

me =mexux + meyUy + mezuz =f (x' Ux + y' Uy + z' uz)Po dV' =f r' Po dV'
V V

Un procedimento simile permette di ottenere l'espressione delle componenti del tensore
quadrupolare (porre (X'JO!}+ WJOa=V'(a'b').Jo). .

Usando la (3.4) si ottiene la seguente espressione del potenziale vettoria1e generato da una
piccola sorgente a distanze r » D:

e-jkr

(
joo (02

)
A"'/l- jrom +-m xu --Q.o

41tr e V m r V - r
(5.6)

È interessante osservare che, per r »0 (ad esempio r> 100) ilpotenziale vettore (e quindi
il campo) non dipende dai dettagli strutturali della sorgente, essendo determinato dalle
quantità me' mm e Q, che possono essere uguali anche con sorgenti diverse. Per questa
ragione l'osservazione del campo generato da piccole sorgenti, effettuata a distanze molto
maggiori delle loro dimensioni, può solo fornire informazioni sui momenti elettrico e
magnetico e sul tensore quadrupolare, ma non sulla effettiva struttura delle sorgenti.

Le precedenti considerazioni portano a interessanti conclusioni. La prima è che il campo
generato da una sorgente qualsiasi (anche estesa) a distanze molto maggiori della lunghezza
d'onda è indipendente dalla struttura fine della sorgente. Infatti, immaginando di dividere
la sorgente in elementi piccoli rispetto alla lunghezza d'onda, il campo può essere pensato
come sovrapposizione dei contribuiti dei vari elementi, che dipendono solo dai loro momenti
elettrico e magnetico e dal tensore quadrupolare e non dai dettagli dell'andamento di Jo
dentro i vari elementi. Ad esempio l'onda irraggiata dall'antenna indicata in Figura S.la,

I~
I

d « I

<I/"/"/~~"/"/"/ ~
: I " ~ /"/"/f/"/"/"/~>
I I

~ '-- tlL '
I I « l\.

I I
I I
I I
,...,

I~

a

b

Figura 5.1
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costituita da un traliccio metallico percorso da corrente, è indistinguibile da quella irraggiata
dall'antenna filiforrne indicata in Figura 5.lb, purché in ogni sezione trasversale l'intensità
della corrente I sia uguale nel traliccio e nel filo; infatti si può mostrare che in questo caso
i momenti elettrici di elementi corrispondenti, di lunghezza LlL« À,sono uguali a ILlL/jco
sia nel traliccio che nel filo. La seconda conclusione, strettamente collegata alla precedente,
è che la sola osservazione dell'onda irraggiata da una sorgente monocromatica non
fornisce informazioni sufficienti per riconoscerne dettagli strutturali a livelli di definizione
più piccoli della lunghezza d'onda.)

7.6 Dipolo hertziano

Il dipolo hertziano è la sorgente con la quale Hertz compì i sui celebri esperimenti sulla
generazione delle onde elettromagnetiche. Nella versione di Hertz esso è costituito da un filo
di lunghezza d « À,che collega due sferette (vedi Figura 6.1). Queste si comportano come
le armature di un condensatore, su cui sono localizzate due cariche oscillanti q e -q. Le
sferette (che possono essere sostituite da altre strutture analoghe) si caricano e scaricano
attraverso il filo, in cui fluisce la corrente I. Poiché le cariche localizzate sul filo sono
trascurabili, la corrente è pressoché uguale in tutte le sezioni ed è data da I =jroq. È facile
verificare che il momento magnetico e il tensore quadrupolare sono nulli, mentre non è nullo
il momento elettrico. Schematizzando il dipolo con due cariche puntiformi poste alla
distanza d, per le (5.2) e (5.5) si ha:

I
me =~Iduz =qduz

JCO
(6.1)

z tA------------------- rd
e

d/2 --
-d/2 -o

Figura 6.1

) Questa è la ragione della limitazione del potere risolutivo di un microscopio ottico, mediante il quale
è impossibile distinguere dettagli più piccoli della lunghezza d'onda. Per questa stessa ragione la
materia appare continua se osservata nel visibile. Solo mediante l'osservazione a raggi X, che hanno
lunghezzad'onda dell' ordinedelle distanze interatomiche,può essereevidenziata la strutturacristallina
dei solidi.
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Conviene studiare il campo in un riferimento sferico, con origine al centro del dipolo e asse
polare coincidente con il suo asse (Figura 6.1). Si ha:

N = I d Uz = I d (- sineue + coseur)
-jkr -jkr

A =1l~lduz =Il~Id(-sineue +coseur)4nr 4nr

(6.2)

(r» d) (6.3)

Poiché le dimensioni del dipolo sono molto minori della lunghezza d'onda, la zona di
radiazione inizia intorno a r =IOÀ(vedi Figura 3.3). Volendo calcolare il campo anche a
distanza minore (ma comunque molto maggiore di d) bisogna usare le (1.8) e (l.2b).
Svolgendo i calcoli in coordinate sferiche si ottiene:

(6.4a)

E I d
(

. 1 1 . À

)
- jkr . ee ='11 J-+-"l-J~ e sm2Àr 4nr 8n r (6.4b)

H<j)=Id (
j~+~

)
e-jkr sine

2Àr 4nr

E<j)=O Hr =He =O

(6.4c)

Il

Nella zona di radiazione i termini in IIr2 e IIr3 sono trascurabili. In questa zona le uniche
componenti significative sono:

E
. I d - J'kr. e= J'Il-e sme 2Àr

H . I d - jkr . e<j)=J-e sm2Àr (6.5)

Naturalmente, sarebbe stato possibile ricavare direttamente queste ultime formule usando le
(3.6) e la (6.2).

Le (6.4) mostrano che le linee di forza del campo magnetico sono circonferenze con centro
sull'asse del dipolo, giacenti su piani perpendicolari al dipolo. Il campo magnetico è
trasversale rispetto alla direzione di propagazione. Il campo elettrico giace sui piani passanti
per l'asse del dipolo e ha componente radiale nonnulla; nella zona di radiazione, però, essa
diviene trascurabile rispetto a Ee. Dunque l'onda è di tipo TM, ma tende a divenire TEM a
grande distanza. L'andamento delle linee di forza del campo elettrico in un istante particolare
è indicato nella Figura 6.2a.

L'intensità di radiazione è data da:

(6.6)
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z

z K(6)/Km.x= sirf 6

Pertanto il diagramma di radiazione è simmetrico rispetto all'asse del dipolo. Il suo
andamento su di un piano passante per l'asse è mostrato in Figura 6.2b. L'intensità di
radiazione è massima in direzione perpendicolare al dipolo e nulla in direzione dell' asse.

Usando la (4.4) si ottiene la seguente espressione della potenza irraggiata:

p. =1l1t (~)2 1112
Irr 3 À

(6.7)

Siccome d/À« l, potenze irraggiate significative possono aversi solo con correnti piuttosto
intense. Ad esempio se d/À =1/1Oper irraggiare 100 W nel vuoto bisogna avere una corrente
di circa 5 A. .

Se il dipolo è molto piccolo esiste una zòna in cui d« r« À.In questa zona è lecito porre

e-jkr = e-j21tr/À "" l

Sostituendo nelle (6.4), poiché nella zona considerata si ha À/r>> l, i termini dominanti sono
quelli che contengono le potenze più alte di r. Trascurando gli altri termini si ottengono le
seguenti approssimazioni in prossimità del dipolo:

E =-j llÀId cose = qd cose
r 4n2 r3 2m:: r3 (6.8a)

(d«r«À) (6.8b)

H
Id. ecp= zsm41tr (6.8c)

I I
I

I I
I I
I I
I I

ÀLI I

a b

Figura6.2
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Il campo elettrico e il campo magnetico sono formalmente identici ai campi generati da un
dipolo statico e da un elemento di corrente continua rispettivamente. Pertanto, in prossimità
del dipolo, il campo elettrico e il campo magnetico oscillano in fase, il primo con le cariche,
l'altro con le correnti, e assumono, in ogni istante, lo stesso valore dei campi statici che
verrebbero prodotti dalle cariche e dalle correnti considerate in quello stesso istante. Ciò è
evidenziato nella Figura6.2a, dove si vede che le linee di forza del campo elettrico in
prossimità del dipolo tendono ad assumere l'andamento caratteristico delle linee di forza del
campo generato da un dipolo statico. Quando un campo variabile nel tempo ha andamento
molto prossimo a quello di un campo stazionario, viene detto "quasi stazionario". Dunque
a distanze piccole rispetto alla lunghezza d'onda il campo generato dal dipolo è quasi
stazionario.

In prossimità del dipolo lo sfasamento fra il campo elettrico e il campo magnetico è di circa
TC!2,cosicchélaparteimmaginariadelvettorediPoyntingèmoltomaggioredellapartereale.
Per questo la densità della potenzareattiva, che nella zona di radiazione è trascurabile rispetto
a quella della potenza attiva, diviene preponderante in prossimità del dipolo. Questi risultati,
validi per tutte le sorgenti di piccole dimensioni, giustificano il nome di "zona dei campi
reattivi"datoalla regioneche si estendefino a r = 10A.

7.7 Campo di radiazionegenerato da una spira

Un'altra sorgente molto semplice è costituita da una spira circolare di raggio a« Ain cui
circola una corrente sinusoidale I, uguale in tutte le sezioni della spira (Figura 7.1a). Per
studiare il campo conviene usare un sistema di riferimento con origine al centro della spira,
e asse polare coincidente con il suo asse.

La densità di corrente è diretta secondo u</I'ma non dipende da <1>;quindi essa è solenoidale
e la densità di carica è nulla. Pertanto risulta me =O, Q =O. Nel calcolo del momento
magnetico si può considerare la corrente concentrata sulla circonferenza media della spira
(Figura 7.1h) ponendo

z
... ... ...

... ... ... ... ... ...

re

a b

Figura 7.1
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Jo(r' )dV' = IU$ dL'

dove dL' è un elemento lineare della spira e u$ è il versore tangente ali' elemento. Poiché
r' = au~,il momento magnetico è dato da:

(7.1)

Pertanto:

(7.2)

Usando le (3.6) si ottengono le seguenti espressioni del campo nella zona di radiazione:

(7.3)

Le linee di forza del campo elettrico sono circonferenze giacenti su piani paralleli alla spira,
con centro sul suo asse. L'intensità di radiazione è:

(7.4)

Il diagramma di radiazione è identico a quello del dipolo. L'intensità di radiazione è massima
sul piano della spira e nulla sull'asse.

Utilizzando la formula precedente si trova la seguente espressione della potenzairraggiata:

(7.5)

Anche nel caso della spira per irraggiare potenze significative sono necessarie correnti
molto intense. Ad esempio se la lunghezza della spira è 1/10 di lunghezza d'onda, per
irraggiare 100 W nel vuoto è necessaria una corrente di circa 100A. Paragonando questo
risultato con quello trovato nel paragrafo precedente per un dipolo elettrico della stessa
lunghezza, si vede che a parità di potenza irraggiata la corrente nella spira deve essere molto
più intensa di quella che si ha nel dipolo elettrico. Ciò significa che a parità di corrente
l'irraggiamento della spira è molto più debole di quello del dipolo elettrico.

La (7.5) permette di comprendere perché nello studio dei circuiti a bassa frequenza è lecito
ignorare l'irraggiamento. Ad esempio, se si considera una spira di diametro l m in cui circola
la corrente di l A alla frequenza di 50 Hz (A.=6000 km), la potenza irraggiata è assolutamente
insignificante (7.4 . 10-24W).
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7.8 Effetto delle perdite

Se il mezzo è dissipativo si ha jk =a + j21t/À.dove a e Àsono la costante d'attenuazione e
la lunghezza d'onda delle onde piane uniformi. Lo studio del campo a grande distanza dalla
sorgente interessa solo nel caso di mezzi a bassa perdita, ad esempio nell' aria. In questo caso
l'approssimazione (3.1h) diviene:

Poiché r'cosx ::;D/2, se il prodotto a D è tanto piccolo da poter assumere

eaD/2 ""l (8.1)

si ha pure e a r'cosx""1. Quindi è lecito porre:

e -jkR "" e -ar e-j21tr/À ej21tr'cosXIÀ =e -ar e -j21tr/À ej(21t/À)ur"r'

In definitiva, se l'attenuazione su una distanza pari alla dimensione della sorgente è
trascurabile, per tener conto delle perdite basta modificare la (3.4) come segue:

2D2
(r> IOD, r > - eaD/2 - l)

À' -

Questa espressione differisce dalla (3.4) per il fattore e-ar (il vettore di radiazione viene
calcolato mediante le (3.5), ponendo k =21t1À,come se non ci fossero perdite).Conseguen-
temente il campo nella zona di radiazione decresce almeno come e-ar/rmentre tutte le sue
altre proprietà rimangono identiche a quelle che si hanno in assenza di perdite.

A causa dell' attenuazione la potenza M>che fluisce attraverso un angolo solido di apertura
M2 non è la stessa ad ogni distanza. Si ha infatti:

6,P =e -2ar K 6,Q

dove K è sempre dato dalla (4.3). M>si annulla all' infinito, perché l'energia dell' onda viene
assorbita dal mezzo man mano che essa si propaga. L'attenuazione sulla distanza d è data da

[db]

7.9 Campo generato da sorgenti magnetiche

L'introduzione di sorgenti equivalenti - sia di tipo elettrico che magnetico -facilita in alcuni
casi lo studio della radiazione. Per questo è utile determinare anche il campo generato da
correnti magnetiche, agenti in un mezzo isotropo, omogeneo, illimitato.
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Se le uniche correnti impresse sono di tipo magnetico le equazioni di Maxwell e le
condizioni sulle lamine assumono la forma:

- V' x E = jw Il H + Mo

-nx (E -E ) =M 1+ - s

V'x H = jw EE

Se si confrontano queste equazioni con quelle che si hanno quando le sorgenti sono elettriche,
cioè

V' x H = jw E E + Jo V'x E = -jw Il H

si osserva che da un gruppo di equazioni si passa all'altro facendo le seguenti sostituzioni:

Tabella 9.1 Campo generato da sorgenti elettriche o magnetiche

(*) Le formule dei potenziali si riferiscono al caso di sorgenti distribuite nei volumi. Nel caso di sorgenti
superficiali gli integrali di volume sono sostituiti da analoghi integrali di superficie.

caso delle sorgenti caso delle sorgenti
elettriche magnetiche

Jo ç::> Mo

Js ç::> Ms

E ç::> H

H ç::> -E

E ç::> Il

Il ç::> E

Sorgenti elettriche Sorgendlnagnedche

E= V.A_jroA H= V.F -jroF
JffiCll JffiCll

H = V'xA E=-VxF
Il £

jkR

F = JMo(r') e-jkRdV'A = JJo(r') e- dV' (*) (*)
41t R 41t Rv v
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Dunque il problema della determinazione del campo generato dalla sorgenti magneticheè
"duale" rispetto a quello già risolto per le sorgenti elettriche; infatti i due problemisonoretti
da equazioni formalmente identiche, cosicché la soluzione di uno è deducibile daquella
dell' altro con una semplice sostituzione di simboli. La Tabella 9.1 mostra le espressionidel
campo generato dalle sorgenti magnetiche (colonna destra) dedotte da quelle dellacolonna
sinistra facendo le sostituzioni suddette. Il vettore F (potenziale vettoriaie magnetico)è il
duale di A. Si noti che applicando la dualità k rimane immutato mentre 11viene trasformato
in 1111.

La Tabella 9.2 riporta le espressioni del campo nella zona di radiazione e dellealtre
grandezze connesse. Le espressioni relative al caso delle sorgenti magnetiche sonoottenute
per dualità da quelle trovate nei Paragrafi 4 e 5. Nel caso delle sorgenti magneticheilvettore
di radiazione elettrico N viene sostituito dal vettore di radiazione magnetico L.

Si noti che nell'applicare la dualità le relazioni che colleganoi campie il vettoredi
Poynting all'intensità di radiazione rimangono immutate. Tali relazioni, quindi,valgonoper
entrambi i tipi di sorgente.

Tabella 9.2 Campodi radiazione

(*) Le espressioni di N e L si riferiscono al caso di sorgenti distribuite nei volumi. Nel caso di sorgenti
superficiali gli integrali di volume sono sostituiti da analoghi integrali di superficie.

(**) Le due espressioni di p non sono duali perché p rappresenta il vettore di polarizzazione del campo
elettrico in entrambi i casi.

Sorgenti elettriche Sorgenti magnetiche

N= JJo(r')ejkU,r' dV' (*) L =JMo(r') ejku,r' dV' (*)
v V

-jkr -jkr
E '" -j11(Na 00 + Ncj>ocj» H '" -j(La 00 + Lcj>ocj»2À.r 211À.r

-jkr -jkr
H '" -j(Na °cj>- Ncj>00) E '" j(La °cj>- Lcj>00)2À.r 2À.r

K= 112(INi+INl)
I 2 2

K = -----y(ILal +ILcj>I)8À: 811À:

,Naoa+Ncj>ocj> (**) . Lcj>00 - La °cj> (**)P=-J P=-J
INl+INl ILaI2+ ILl

K -jkr e-jkr
8=20 E=p211K H=o xp --r r r r 11 r
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7.10 Condizioniall'infinito

Si è visto che se il mezzo è omogeneo e isotropo e se le sorgenti sono tutt,e collocate al finito,
E e H vanno a zero all'infinito con rapidità almeno pari a 1Ir. Si ha inoltre:

Brx E =11H + 0(l/r2)

Hx ur=E/11+ 0(l/r2)

(lO. la)

(lO.lb)

doveO(1Ir2)indica termini che vanno a zero almeno come 1Ir2.Tali proprietà vengono dette
"condizioni di radiazione". Si noti che le condizioni suddette implicano che le componenti
radialidi E e di H vadano a zero almeno come 1Ir2.Infatti, ad esempio, la (lO. la) indica che
H è costituito da un contributo trasversale (Brx E /11)e da un altro contributo (che include
la componente radiale) che va a zero almeno come 1Ir2.

Le considerazioni riportate di seguito indicano che le condizioni di radiazione sopra
specificate valgono anche quando il mezzo non è omogeneo, purché le disomogeneità e le
sorgenti siano confinate in una regione finita.

. SianoEco e ~ i valori costanti assunti dalle permeabilità elettrica e magnetica all' esterno di V. Le
equazionidi Maxwellpossonoessereriscrittecome segue:

VxH =jo)E~E + Jo
dove:

- V xE = jO)Il~H+M'o (10.2)

(10.3)

Le (10.2) sono formalmente analoghe alle equazioni di Maxwell in un mezzo omogeneo di
permeabilità Ecoe~. in cui agiscono le correnti Jò,Mò,che differisconoda zero solonel volumeV.
Dunque il campo a grande distanza può essere rappresentato utilizzando le espressioni della Tabella
9.2, introducendo negli integrali che definiscono N e L le correnti Jò, Mo, invece delle sorgenti
effettive. Benché le espressioni di E e di H così ottenute non permettano di calcolare i due vettori (Jo
ed Modipendono a loro volta dal campo), esse mostrano che il comportamento del campo all' infinito
èquellostessochesihainunmezzoomogeneoillimitato. .

Le (l 0.1) possono essere viste come una particolare forma di condizioni di impedenza!
ammettenza valide su una superficie sferica Soo,di raggio tendente all'infinito, che contorna
la regione in cui si vuole determinare il campo. Per questa ragione il teorema di unicità vale
anche nel caso di regioni illimitate, purché si assuma che all'infinito vengano soddisfatte le
condizioni di radiazione. Ad esempio, nei problemi illustrati nella Figura 1O.lla determina-
zione del campo richiede in ogni caso che vengano imposte le condizioni di radiazione;
inoltre, nel caso di Figura 1O.la, bisogna imporre la condizione di Leontovic (o di parete
elettrica) sulla superficie del corpo metallico; nei casi di Figura 1O.1b,c, in cui le sorgenti
sono all'esterno della zona d'interesse, bisogna fornire una condizione inomogenea su S
(componenti tangenziali di E o di H). Si noti che, nel caso di Figura 10.1c, anche S si estende
all'infinito; perché il problema sia ben posto, le componenti tangenziali devono essere
assegnate, rispettando la condizione di radiazione (la componente radiale deve annullarsi
almeno come 1Ir2,quella trasversale almeno come 1Ir).

Le regole di equivalenza considerate nel Paragrafo 3 del Capitolo 4, discendendo
direttamente dal teorema di unicità, sono pure applicabili in regioni illimitate.
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500

5G)
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a b c

Figura 10.1

Anche il teorema di reciprocità (Equazione 4.1, Capitolo 4) continua a valere quando si
considerano regioni illimitate. In questo caso il contorno Sv è costituito in tutto o in parteda
Soo.È facile mostrare che i due integrali estesi a Soosono uguali fra loro e si elidono; pertanto,
quando il teorema di reciprocità viene applicato a una regione illimitata, gli unici integrali
di superficie da considerare sono quelli estesi agli eventuali contorni alfinito (ad esempio
alla superficie S indicata nelle Figura 1O.lb, c).

7.11 Campi simmetrici rispetto a un piano - regola delle immagini

Un campo vettori aie V simmetrico rispetto al piano x, y (Figura Il.1) può presentare i
seguenti due tipi di simmetria:

a) simmetria pari

Vx(x, y, z) =VX<x,y, -z) V/x, y, z) =V/x, y, -z) Vz(x, y, z) =-Vz<x, y, -z)

b) simmetria dispari

Vx(x, y, z) =-Vx(x, y, -z) V/x, y, z) =-V/x, y, -z) Vz<x, y, z) =Vz<x, y, -z)

x

z

simmetria
pari

simmetria
dispari

Figura Il. I
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Si può affermare quanto segue:

Correnti elettriche (magnetiche) simmetriche rispetto a un piano, agenti in un mezzo
omogeneoisotropo illimitato, generano campi simmetrici. La simmetria del campo elettrico
(magnetico) è dello stesso tipo di quella delle correnti, quella del campo magnetico
(elettrico) è di tipo opposto.

. Ad esempio se Jo ha simmetria pari, i campi di corrente

Jo= Jo.(x, y, z)ux + Jolx, y, z)Uy+ Jo-I.(x,y, z)uz

Jo= Jox(x, y, -z) Ux + Jolx, y, -z) Uy - Joz(x, y, -z) Uz

coincidono e devono quindi generare lo stesso campo E, H. Dunque E e H devono soddisfare le
equazioni di Maxwell sia con Jo che con Jo. Ad esempio, devono valere entrambe le equazioni

dHz(x, y, z)

dy

(I I.I a)

(I I.Ib)

Trasformando z in -z nella seconda equazione si ottiene

dHz(x, y, - z)

dY

ovvero :

dHz(x, y, - z)
dY

Questa equazione coincide con la (11.1 a) se risulta

Hz(x, y, -z) = Hz(x, y, z) Hlx, y, -z) = - H/x, y, z) Ex(x,y, -z) = E.(x, y, z)

Analogamente, partendo dalle altre equazioni si ottengono le relazioni di simmetria per le altre
componentidiEediH. .

I campi a simmetria dispari attraversano perpendicolarmente il piano di simmetria (vedi
Figura Il.1). Dunque, sul piano di simmetria, il campo generato da sorgenti elettriche a
simmetria dispari soddisfa la condizione di parete elettrica n x E =O.La stessa condizione
è verificata dal campo generato da sorgenti magnetiche a simmetria pari (Figura 11.2).

I
~n

°1
111

~I
XI
=1

I
I { ~o

I
~n

°1
Il I

~I
XI
=.

.
I { o

Figura Il.2
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z z
Jo

E,H E,H

°-1- - ~ :.~ - - !1z >;S ~ - =- Q
E,J..l

E, J..l

conduttore perfetto

a

~
~~ Jim

b

Figura 11.3

Il fatto che correnti elettriche a simmetria dispari creino una condizione di parete elettrica
sul piano di simmetria può essere sfruttato per semplificare il calcolo del campo generato da
sorgenti elettriche agenti in un semispazio delimitato da una parete piana perfettamente
conduttrice (Figura 11.3a). La condizione al contorno derivante dalla presenza della parete
conduttrice è identica a quella che si ha sul piano z =Onella situazione di Figura 11.3b. In
questa situazione il mezzo è uguale in tutto lo spazio e si hanno le correnti Jjm che, assieme
a JQ,costituiscono un campo di corrente a simmetria dispari. I campi nel semispazio z > O
sono identici nelle due situazioni, perché il mezzo, le sorgenti e le condizioni al contorno
sono identiche. Le correnti Jim sono le "immagini" delle correnti effettivamente agenti nel
semispazio superiore.
Quando le sorgenti sono di tipo magnetico si può seguire un criterio analogo. In questo caso
le correnti immagine Mjmformano un campo di corrente a simmetria pari con le correnti MQ
effettivamente agenti nel semispazio superiore (Figura 11.4).

z z
Mo

E,H E,H

QI- - ~ :.~ - - !1z >;S~ -=-Q
E, J..l

E, J..l

conduttore perfetto

a

~
~ Mim

b

Figura Il.4
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In conclusione vale la seguente

REGOLADELLE IMMAGINI: Il campo generato da una sorgente agente in un semispazio
contenente un mezzo omogeneo isotropo, delimitato da una parete piana peifettamente
conduttrice, è identico a quello che verrebbe generato nello stesso semispazio dalla sorgente
e dalla sua immagine, agenti in un mezzo illimitato di caratteristiche uguali a quelle del
mezzo esistente nel semispazio d'interesse. Le sorgenti effettive e le immagini costituiscono
un campo a simmetria dispari nel caso di sorgenti elettriche, a simmetria pari nel caso di
sorgenti magnetiche.

Il teorema delle immagini permette di ridurre lo studio del campo in presenza del piano
conduttorea quello del campo generato dalla sorgente e dalla sua immagine in tutto lo spazio.
Il campo può quindi essere determinato usando i metodi illustrati nei paragrafi precedenti.
Il campo prodotto dalla sorgente effettiva in assenza del piano conduttore rappresenta il
campoincidente, quello prodotto dall' immagine rappresenta il campo riflesso. Le immagini
costituiscono un nuovo esempio di sorgenti equivalenti.

ESEMPIO Il campo generato da un dipolo hertziano perpendicolare ad un piano conduttore
e posto alla distanza h =ÀrJ2 da esso (Figura I I.Sa) si riduce al calcolo del campo nella
situazionedi Figura I l.5b. La dimensione dell' intera sorgente (dipolo reale + immagine) non
è piccola rispetto alla lunghezza d'onda (D :::::~). La zona di radiazione inizia alla distanza
di circa 10"-(vedi Figura 3.3).
Il campo di radiazione viene calcolato come segue:

N = JJ ejkr'-ur dV +
dipolo

JJ ejkr'-ur dV = u Idejkhuzur + u Idejkh{-uz)-ur =z z
immagine

Dunque:

Ne= -2Idcos(ncose)sine
11Id e-jkr

Ee =j~-cos(ncose)sine
"-o r

(o:::;;e<n/2)

"""~
riaz

Ld

. h=À12 T

z

------

conduttore -h II1 diagramma di radiazione

a b c

Figura 11.5
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Il diagramma di radiazione è simmetrico rispetto all'asse z (Figura II.Se). Si ha uno zerodi
radiazione nella direzione e = 60°. Esso è dovuto all'interferenza distruttiva fra l'onda

incidente irradiata dal dipolo e quella riflessa dal conduttore. Un altro zero si ha nella
direzione dell'asse perché in tale direzione è nulla l'intensità di entrambe le onde. È appena
il caso di osservare che l'intensità di radiazione non è data dalla somma delle intensità di
radiazione delle due sorgenti considerate separatamente: questo perché - si ricordi - la
sovrapposizione degli effetti è lecita per i campi, ma non per le grandezze energetiche.

Le sorgenti immagine possono anche essere introdotte in situazioni particolari in cui i
piani conduttori sono più d'uno. Ad esempio la Figura 11.6 mostra che il campo generato nel
diedro compreso fra i semipiani conduttori 7t)e~, a 90° o 60° fra loro, può essere calcolato
sostituendo i piani con tre o cinque immagini rispettivamente. Infatti i sistemi di sorgenti
considerati nelle Figura 11.6h,dhanno simmetria dispari sia rispetto al piano 7t)che al piano
~ e danno quindi luogo a campi che soddisfano le corrette condizioni al contorno.)

La Figura 11.7 illustra l'applicazione del teorema delle immagini a elementi di corrente
paralleli al piano conduttore e posti a ridosso di esso. L'immagine della corrente elettrica è
opposta all'elemento effettivamente esistente e ne annulla il campo, poiché la distanza fra
idue elementi è infinitesima. Quindi l'elemento di corrente elettrica non genera alcun campo.

Conduttore

perfetto

ba

cond

~
uttore 7t I

perfetto

I60° lo

7t2

I
I
I

, --- I ~ ,,7t), ,

\"',l,,"""!
'" '" l''''''''' lo, ,, I ,

,," \: I "7t2I

c d

Figura Il.6

I È possibile considerare le immagini in tutti i casi in cui l'angolo fra i semipiani conduttori è un
sottomultiplo di 1t.
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Figura 11.7

AI contrario, l'immagine della corrente magnetica è identica alla corrente effettiva; quindi
il campo che si ha a destra del conduttore è uguale a quello che verrebbe generato nello spazio
libero da un elemento di corrente magnetica di intensità doppia. Queste considerazioni si
applicano anche a lamine di corrente elettrica o magnetica, poste a ridosso del piano
conduttore. La lamina elettrica non genera campo, quella magnetica dà luogo ad un campo
uguale a quello che una lamina di densità doppia genera nel mezzo illimitato.

7.12 Radiazione da un'apertura

Si voglia determinare il campo nel semispazio z > °, essendo noto il campo elettrico (o
magnetico) tangenziale al piano z =O.Nel semi spazio che interessa il mezzo è omogeneo,
isotropo e senza perdite; le sorgenti del campo, non meglio precisate, sono tutte collocate
nell' altro semispazio. Questo problema si presenta in molti casi di notevole interesse, come
adesempio nello studio del campo trasmesso attraverso un' apertura praticata in uno schermo
piano (Figura 12.1a), ovvero nello studio del campo prodotto da un' antenna a riflettore
prossima al piano z = °, che determinasu tale piano una distribuzionenota di un campo
tangenziale (Figura 12.Ib).

y b

Figura 12.1

x.
Eo = O t Il --f Eo dJ/I

\II
\ il Eo;é O

Il.
z Il / z
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La successivatrattazionefa riferimentoal caso in cui sul pianoz =Oè assegnato il campo
elettrico (quando è assegnato il campo magnetico la trattazione è duale). Sia Eo = Eo(x,y)
il campo elettrico tangenziale al piano z =O.Nel caso di Figura 12.1a Eo differisce da zero
solo sull' apertura; in molti altri casi - comequellodi Figura 12.1b - ha valorisensibilisolo
su una porzione limitata del piano che, per analogia, viene pure detta "apertura". La funzione
Eo(x, y), detta "illuminazione", costituisce un dato sufficiente per determinare il campo.

Applicando l'equivalenza descritta nella Figura 3.2 del Capitolo 4 il problema originario
(Figura 12.2a) viene trasformato in quello di Figura 12.2b, in cui il campo nel semispazio
d'interesse viene considerato come effetto della lamina di corrente magnetica

posta a ridosso di una parete elettrica. Infine, usando la regola delle immagini, la parete
elettrica può essere riIJlossa raddoppiando la densità della_lamina. (Figura 12.2c). In
quest'ultima situazione la lamina di densità

2Ms = 2 Eo x Uz (12.1)

agisce in un mezzo isotropo illimitato, cosicché il campo di radiazione può essere calcolato
utilizzando le formule della Tabella 9.2.
Si ha:

(12.2)

dove La e Lcj>sono due delle componenti del vettore di radiazione magnetico generato dalla
corrente 2Ms, cioè:

L -
2ffE ( ) jkur'(uxx+UyY) d d- O x, y x Uze x y

Figura 12.2

z=o z=o z=o

t Eo

Ms=Eoxuz

12M.'''''lo ""mo>z

a . b c
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Ponendo

U = Ur . Ux = sin e cos <I> v = ur . Uy = sin e sin <I> (12.3)

il precedente integrale assume la forma:

L =L(u, v) = 2IIEo(x, y) x Uz ejk(ux+vy) dx dy

(si noti che u e v sono i coseni direttori della semiretta che congiunge il punto d'osservazione
con l'origine, rispetto agli assi x e y). Poiché:

si ha:

(12.4a)

(12.4b)

dove sono state introdotte le trasformate di Fourier (vedi Appendice F) delle due componenti
dell' illuminazione:

00

ex(ç, 'V) = 2~ IfEox (x, y)e-j(1;X+IJfY)dxdy

00

ey(ç, 'V) = 2lnI fEOY(x, y)e-j(1;x+IJfY)dxdy

(12.5)

Passando dalle componenti cartesiane di L a quelle in coordinate sferiche (vedi formule
A.91) si ottiene:

La=4n [cos <pe/-ku, -kv) - sin <pex(-ku, -kv)] cos e
(12.6)

L<p=- 4n [sin <pe/-ku, -kv) + cos <pei-ku, -kv)]
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Introducendo queste espressioni nella (12.2) si ottiene il campo elettrico nella zona di
radiazione. L'intensità di radiazione viene ottenuta usando la formula (vedi Tabella 9.2):

(12.1)

Le (12.5) vengono dette "spettri dell'illuminazione" e le variabili ç, '" vengono dette
"variabili spettrali". La dipendenza del campo lontano da e e <I>è dettata dalla forma degli
spettri all' interno del cerchio di raggio k, con centro nell' origine del piano ç, '" (Figura 12.3);
infatti il campo dipende dai valori degli spettri nel punto di coordinate

ç = -ku =-k sin e cos <I>

'" =-kv =-k sin e sin <1>.

la cui distanza dall'origine è

Figura 12.3

Quindi, ai fini del calcolo del campo lontano, interessano solo le parti di spettro che ricadono
nel cerchio suddetto (cerchio visibile). Esse costituiscono le cosiddette "parti visibili" degli
spettri, dato che da esse soltanto dipende il campo osservabile a grande distanza dall'aper-
tura. Illuminazioni diverse, ma con spettri coincidenti all'interno del cerchio visibile, danno
luogo allo stesso campo di radiazione. Pertanto esse sono indistinguibi li se osservate a grande
distanza. Come si vedrà nel Paragrafo 16,illuminazioni siffatte differiscono solo neidettagli
fini, apprezzabili su distanze minori della lunghezza d'onda. Si ritrova quindi il solito
risultato: l'osservazione del campo di radiazione non permette di apprezzare la strutturafine
dell'illuminazione, a livelli di definizione minori della lunghezza d'onda.

7.13 Irraggiamentoda un'apertura rettangolare illuminata uniformemente

Si desidera calcolare il campo irrag~to dall' apertura rettangolare indicata nellaFigura 13.1,
nell' ipotesi che essa sia illuminata da un campo elettrico costante. polaD~ato nerra<Iìrezione
x. L'illuminazione è definita come segue:

E ( ) -

{

Eo =cost. dentro l'apertura
Ox x, y -

O altrove
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Figura 13.1

Un'illuminazione di questo tipo si può ottenere (almeno approssimativamente) in un'aper-
turarettangolare praticata suuno schermo opaco, quando un' onda piana uniforme polarizzata
secondo x incide perpendicolarmente sulla parete posteriore dello schermo.
Calcolando la trasformata di Ex si ottiene facilmente

(Sinc(x) dg sinx/x)

Inoltre si ha ey =O. Pertanto:

Le =-2 Eo ab sin <j>cos 8 Sinc(aku/2) Sinc(bkv/2)

Lct>=-2 Eo ab cos <j>Sinc(akul2) Sinc(bkv/2)

Dunque, nella zona di radiazione il campo elettrico e l'intensità di radiazione sono dati da:

. e-jkr . . 1tau. 1tbv
E::: jEoab-(cos<j>ue -slll<j>cos8uct»SIllC-SlllC-Àr À À

E2 2 2
K:::~a ~ (cos2<j>+sin2<j>cos28)Sinc21tauSinc21tbv

2T) À À À

(13.1)

(13.2)

Se si considera un diverso sistema di coordinate sferiche in cui l'asse polare coincide con
l'asse y (Figura 13.2), si può mostrare che

cos<j>Ue - sin<j> cos8 Uct> = sin8' u~

dove l'apice denota quantità riferite al nuovo sistema. Pertanto il campo elettrico è tangente
alle circonferenze giacenti su piani paralleli a x, z con centro sull' asse y. Il campo magnetico,
dato da H =ur x E/T),è diretto secondo ue. Sia E che H sono polarizzati linearmente.
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x

y

Illuminazione polarizzata
secondo x

z

'--- linea di forza del
campo elettrico

Figura 13.2

L'andamento della funzione Sinc(X) è quello indicato in Figura 13.3. Se le dimensioni
dell'apertura sono piccole rispetto alla lunghezza d'onda si ha

nau « n
A

nbv «n
A

S
. nau

S
. nbv

1lnc-:::: lnc-::::
A A

e quindi:

-jkr
E

.E b e . a' ,
::::J oa -SIO Del>Ar

(a «A, b« A) (13.3)

Dunque, se l'apertura è piccola rispetto alla lunghezza d'onda, il campo è costante lungo
ciascuna linea di forza. In questo caso l'intensità di radiazione è proporzionale a sin2a'ed è
quindi sensibile anche in direzioni molto discoste dall'asse z. Ad esempio l'intensità di
radiazione nella direzione x è uguale a quella che si ha nella direzione z (per entrambe le
direzioni si ha a' = 90°).

-51t 31t 41t 51t x
-0,5

Figura 13.3



Radiazione 279

La situazione cambia molto quando le dimensioni dell' apertura sono grandi rispetto alla
lunghezza d'onda. In questo caso l'andamento del prodotto

S
. 1tau

S
. 1tbv

mc- mc-
À À (13.4)

è caratterizzato da un picco localizzato intorno all'asse z (u = v = O). Ad esempio,
considerando il valore assoluto del prodotto nelle direzioni giacenti sul piano xz (<1>=Oe
<I>=1t)si ha:

v=O u = ::!:sina
Is

. 1tau
S

. 1tbv

I Is

.

(
1ta .

a)
I

mCT mCT = mc Tsm

Il diagramma polare che rappresenta questa funzione al variare di a è ottenuto con la
costruzione di Figura 13.4. La figura evidenzia l'esistenza di un picco intorno all'asse z, e
di un certo numero di direzioni di zero a), a2, ...
L'angolo compreso fra le due direzioni di zero che delimitano il picco principale è

x

1t

Sinc (X) o

x

cp=1t

cp= o

e

\
2À.f1 = - (rad)

xz az

Figura 13.4
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11valore di al viene determinato dalla condizione

1tasinal =1t
À

e quindi:

al =arcsin ìJ a

Se il lato a è molto maggiore della lunghezza d'onda si ha a) ""ìJa e quindi risulta:

~xz ""2ìJa [rad] (a» À) (13.5)

Se si considera la (13.4) nel semipiano yz si ottiene un andamento analogo. Sul piano yz il
picco della funzione è compreso nell'angolo:

~yz ""2ìJb [rad] (b » À) (13.6)

Si vede che se le dimensioni dell'apertura sono molto maggiori della lunghezza d'onda il
picco della funzione (13.4) occupa una regione angolare molto piccola (ad esempio nelcaso
di un' apertura di lati a =b =100Àsi ha ~xz = D.vz""0.02rad :::::1.15°). Si vede inoltre che al
di fuori del picco il valore assoluto della (13.4) decresce rapidamente. Pertanto, se si
considera l'espressione dell 'intensità di radiazione (13.2), si comprende che la radiazioneè
intensa solo in direzioni molto prossime all'asse. Dunque la potenza irraggiata è principal-
mente confinata in un "fascio", la cui ampiezza angolare sui piani xz e yz è data dalle (13.5)
e (13.6). La Figura 13.4evidenzia l'esistenza di altre direzioni in cui si hanno massimi locali
dell'intensità di radiazione. Nelle direzioni corrispondenti a questi massimi l'intensità di
radiazione è però molto minore di quella che si ha nel fascio.

Se si considerano aperture di forma diversa da quella rettangolare e/o illuminazioni non
uniformi (ma confase costante), si vede che in ogni caso lo spettro dell' illuminazione haun
picco nell'origine del piano 1;,",. Ne consegue che l'intensità di radiazione è massima nella
direzione u =v =O, cioè nella direzione dell' asse z. Si vede inoltre che il picco è tanto più
stretto quanto maggiori sono le dimensioni dell'apertura rispetto alla lunghezza d'onda.
Dunque i risultati trovati per l'apertura rettangolare illuminata uniformemente valgono
qualitativamente anche per altri tipi di apertura e/o di illuminazione. In ogni caso ilfascio
è concentrato in un angolo solido tanto minore quanto più le dimensioni dell 'apertura sO/w
grandi rispetto alla lunghezza d'onda. In ottica le dimensioni delle aperture sono spesso
grandissime rispetto alla lunghezza d'onda e l'ampiezza del fascio è quasi sempre molto
piccola.

I risultati ottenuti spiegano il ben noto fenomeno della diffrazione. Ad esempio, se
l'apertura è costituita da un foro praticato su uno schermo opaco su cui incide normalmente
un'onda luminosa monocromatica piana (Figura 13.5) l'intensità di radiazione osservabile
nella regione di Fraunhofer differisce da zero in quasi tutte le direzioni, anche se la massima
intensità si ha intorno alla direzione perpendicolare al foro. Questo fatto è evidenziato dalla
figura di diffrazione che si può osservare proiettando la luce trasmessa dal foro su di uno
schermo posto a grande distanza.
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L -4 2E JI (kasine) e . '"e = 1ta o cos SIO",kasine L$=-41ta2E JI(kasine)o kasine cos~

(14.2)

- 2(1ta2Eo)2

(
JI(ka~ine»

)
2 (cos2~+cos2e sin2<j»

K - 1lÀ.2 ka slOe
(14.3)

Il vettore cos ~ ue- cos e sin ~u$ è quello stesso che appare nella (13.1). La polarizzazio-
ne è quindi identica a quella considerata nel paragrafo precedente (vedi Figura 13.2).

L'andamento della funzione JI(X)/X è indicato nella Figura 14.2. Poiché la funzioneè
massima in X =O,la radiazione è massima per e =O, cioè nella direzione de!Passe z.
L'intensità di radiazione è nulla nelle direzio-

ni ep per cui

.0.5

x

dove xlp indicai! p-esimo zero di J l' Pertan-
to il lobo principale del diagramma di ra-
diazione è contenuto dentro un cono di aper-
tura

A 2e 2 . xII 2
. 0.611..

L1 = I = arcslO- = arcslO-ka a

o

Figura14.2

Se il raggio dell'apertura è molto maggiore della lunghezza d'onda, l'angolo ~ èmolto
piccolo e si ha:

~:::: 1.22 IJa [rad] (a» A.) (14.4)

Questo risultato conferma che il fascio è tanto più stretto quanto maggiori sono le dimensioni
dell' apertura.

Se l'apertura è di grandi dimensioni, la parte più significativa del diagramma di radiazione
è compresa in una zona angolare per cui:

cose:::: 1

Dunque, per la (14.3), K è praticamente indipendente da ~e il diagramma di radiazioneè
pressochésimmetricointornoall'asse z.
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. CALCOLO DI ex -Si ha:

e (-ku, -kv)= Eo fejk(UX+VY)dXdY = EofejkS.r dS
x 21t 21t

s s

y

x

dove f =xUx + YUY'S = uux + vUy ed S indica l'apertura
(Figura 14.3). Indicato con X l'angolo fra f ed s, si ha:

Pertanto, usando come variabili d'integrazione le coordinate
polari f ,X risulta:

a It

ex (-ku, - kv) = ~~ f f ejkfsin9cosxf df dX
o -It

Figura 14.3

La formula (E.21) dell' Appendice E permette di calcolare l'integrale rispetto a X. Risulta:

It

f ejkf sin9cosx dX = 21t J o (kf sin8)
-It

Quindi:

a E b~~
e/-ku, -kv)=Eo ffJo(kfSin8)df= .0 2 f qJo(q)dq

(ksm8)O O

D'altro canto, per la (E.15) si ha:

Pertanto, calcolando l'integrale si ottiene la (14.1). .

7.15 Campo in prossimità dell'apertura -approssimazioneparassiale

Quando le dimensioni dell'apertura sono molto maggiori della lunghezza d'onda la zona di
radiazione ha inizio a distanze che superano di molto le dimensioni dell' apertura stessa. Ad
esempio, con un rapporto D/À.> 1000 (che in ottica corrisponde ad aperture di dimensioni
maggiori di circa l mm) la zona di radiazione inizia a oltre 2000D. Spesso, specie nello studio
dei sistemi ottici, interessa conoscere il campo a distanze minori, all'interno della zona di
Fresnelo ancora più vicino all'apertura. Le formule ricavate nei paragrafi precedenti non
sono utili a questo scopo e devono essere sostituite da espressioni più precise.

L'espressione esatta del campo, valida anche a ridosso dell'apertura, viene ottenuta
partendo dall'espressione del potenziale F generato dalla corrente 2Ms (vedi Figura I2.2e).
Si ha:
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OQ -jkR
F(x, y, z) = ~ ffEo(x', y') X Uz~dx' dy'2n R

(z> O)

Si noti che l'integrale è esteso a tutto il piano z = O (Figura 15.1), ma che la funzione da
integrare ha valori sensibili solo sull'apertura.

Il campo elettrico in tutto il semispazio z > Oviene ottenuto sostituendo nell'espressione

E=-V'xF
£

e scambiando l'ordine delle operazioni di derivazione ed' integrazione. Poiché il rotore viene
calcolato rispetto alle coordinate del punto di osservazione, si ha:

I

I
Il
I

,

,

(

-jkR

) (

-jkR

)V'X Eo(x', y') x UzT = -[Eo(x', y' ) x Uz] x V' T
Si ottiene quindi la seguente espressione del campo elettrico, valida nell'intero semispazio
z>O:

l 00

(
e- jkR

)E(x, y, z) = 2n ff[Eo(x', y') x uz] x V' ~ dx' dy'
-00

(z> O) (15.1)

È possibile semplificare la formula se ci si limita a considerare il campo a distanze
z» ìJ2n. Infatti, introducendo il versore uR indicato nella Figura 15.1 si ha:

\
I
I

I~

UR

',y' R -~ x,y,z1 --
~ C ~u-'--- r r

z

'y

Figura 15.1
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(
e-jkR

)
d

(

e-jkR

) (
e-jkR jke-jkR

)
V - =- - VR=- -+ u =

R dR R R2 R R

dato che 1/R $ 1/z« 21t/À.Pertanto la (15.1) si riduce alla seguente espressione:I

I

I

I

I

(z» À / 21t) (15.2)

Sviluppando il doppio prodotto vettoriaie si vede che le componenti Ex ed Ey sono date
dall'espressione:

(a=x, y)

dove, in luogo di Eoa(x', y'), si è scritto Ea(x', y', O).
Se il campo viene considerato a grande distanza dall' apertura e in direzione poco discosta

dall' asse z (ad esempio entro:t7 .5° dall' asse, come nella regione "parassiale" indicata nella
Figura 15.2) si ha:

l/R z 1/z

Inoltre, nel calcolo dell'esponenziale si può fare la seguente approssimazione:

z=O inizio della
zona di Fresnel

D

10D
---------------- ~

r x,y,z
9 < 7.50

regione parassiale
z

Figura 15.2
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Così si ottiene l'approssimazione "parassi aie" del campo a grande distanza dall'apertura:

X2+y2
-jk(z+-) 00 x,2+y,2 xx'+yy'

je 2z
II

-jk- jk-

Ea(x, y, z) "" 'Az Ea(x', y', O)e 2z e z dx' dy'

(15.3)

L'approssimazione "parassiale", è particolarmente utile per studiare nella zona diFresnelil
campo generato da aperture di grandi dimensioni, dato che, nelle più comuni condizionidi
illuminazione, tali aperture generano un campo sensibile solo in direzioni poco discoste
dall' asse. I

7.16 Sviluppo in onde piane

Partendo dalla (15.1), con il procedimento riportato successivamente, è possibile dedurre
una rappresentazione integrale del campo molto diversa, detta "sviluppo in ondepiane".In
questa espressione l'integrale viene fatto rispetto alle variabili spettrali ç, 'J!invecechenel
dominio delle variabili spaziali x', y'. Si ha:

00

E(r) = 2~ IIe(ç, 'J!)e-jk(l;, \V).rdçd'J! (z> O) (16.1)

dove i vettori k ed e sono dati dalle seguenti espressioni:

per ç2 + 'J!2< k2

per ç2 + 'J!2> k2
(16.2)

l Naturalmente la (15.3) vale anche nella regione di radiazione dove, a causa della condizione
z> 2D2/À.,è lecita l'ulteriore approssimazione:

e-jk(x.2 + y.2 )/2z '" I

I

l
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e=
(16.3)

(ex.ed ey sono le trasformate definite dalle Equazioni 12.5).

Il vettore k può essere reale o complesso. All'interno del cerchio visibile k è reale, ha
modulocostante(paria k =2rr1À)e, al variarediçe di \jf,assumetuttele possibilidirezioni
nel semispazio z > O(vedi Figura 16.1a). All'esterno del cerchio visibile la parte reale di k
ha modulo maggiore di k ed assume tutte le possibili direzioni sul piano dell'apertura. La
parte immaginaria è diretta secondo z e cresce al crescere di çe di \jf (Figura 16.1b).
Inoltre, per le (16.2) e (16.3), in tutti i casi si ha:

k . k =k2 e.k=O (16.4)

Queste considerazioni evidenziano che i contributi elementari

l

2n edçd\jfe-jk-r

hanno tutte le caratteristiche del campo elettrico di un'onda piana, uniforme (nella regione
visibile) o evanescente (altrove). Per questa ragione l'espressione (16.1) viene detta
"sviluppo in onde piane".

Le onde uniformi si propagano in tutte le possibili direzioni nel semispazio z > O;le onde
evanescenti si propagano in tutte le possibili direzioni parallele al piano dell'apertura e, al
crescere di z, la loro ampiezza decresce esponenzialmente come

z z

'"
'"

a b

Figura 16.1
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Dunque il contributo delle onde evanescenti può essere importante solo in prossimitàdel
piano dell' apertura. Al crescere di z l'attenuazione delle onde evanescenti è talmenteelevata
da poter assumere che il campo sia determinato esclusivamente dalla onde uniformi.Questo
fa comprendere perché solo la parte visibile dello spettro influisce sul campo di radiazione.

Le onde evanescenti hanno lunghezze d'onda minori di 'A.Per questa ragione, i contributi
evanescenti sono sensibili solo se l'illuminazione dell' apertura presenta variazionibrusche
entro distanze dell'ordine di 'A.Invece essi sono trascurabili nel caso di un'aperturadi
dimensioni molto maggiori della lunghezza d'onda, quando l'illuminazione varialentamen-
te e tende dolcemente a zero ai bordi dell'apertura.

!il DEDUZIONE DELLA (16.1) - Per la formula (G. \3) trovata nell' Appendice G, tenendo contodel
fatto che z > Oe z' =O, si ha:

dove Kz=~k2 _1;2 - ",2 (Re Kz~ O,1m Kz~ O).Pertanto:

-jkR l J
=

Jke-jk.r -W;x'HJlY')dJOd",V~=-- -e ~
R 21t-= Kz

Sostituendo nella (15.1) e scambiando l'ordine delle integrazioni, dopo semplici passaggi si ottiene
la(16.1). .
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Antenne

I concetti generali esposti nel capitolo precedente trovano un'importante applicazione nello
studio delle antenne, componenti essenziali dei sistemi elettronici che sfruttano le onde
elettromagnetiche per trasmettere i segnali attraverso lo spazio libero. Mediante le antenne,
infatti, le onde vengono trasmesse dai circuiti allo spazio (antenne trasmittenti) ovvero dallo
spazio ai circuiti (antenne riceventi). Sebbene ad alta frequenza tutte le strutture aperte siano
in grado di in.aggiare o di captare energia elettromagnetica, le antenne si distinguono per
l'efficienza con cui effettuano queste operazioni e per le loro proprietà direzionali, che
permettono di irraggiare o di ricevere con maggiore intensità in certe direzioni prestabilite.

La struttura delle antenne varia molto secondo la frequenza d'impiego e il tipo di
applicazione. Alle frequenze pi~ basse le antenne sono prevalentemente costituite da dipoli
metallici, mentre alle frequenze più alte, nella regione delle microonde e delle onde
millimetriche, esse sono costituite da radiatori più facilmente collegabili con le guide d'onda
(fenditure, trombe, ecc.). Nelle applicazioni in cui è richiesta un'elevata direzionalità
(esempio radar, antenne per satelliti, antenne per radioastronomia) le antenne sono costituite
da molti elementi radianti (schiere) e/o da strutture focalizzanti di tipo ottico (riflettori, lenti).
In ogni caso, per ottenere un'alta direzionalità è necessario usare antenne di dimensioni
molto maggiori della lunghezza d'onda, a volte veramente imponenti per dimensioni e
complessità.

Nonostante la grande varietà strutturale, iconcetti basilari su cui è fondato il funzionamen-
to di tutte le antenne sono identici. Questo capitolo ha lo scopo di esporre tali concetti, di
introdurre i parametri fondamentali che permettono l'utilizzazione delle antenne e, infine,
di fornire una prima idea sulle problematiche inerenti alla loro progettazione.

Nell'ultima parte del capitolo viene mostrato che le proprietà delle antenne in ricezione
sono strettamente legate a quelle in trasmissione, così che, note queste ultime, le prime sono
immediatamente determinate. Per questa ragione la maggior parte del capitolo riguarda lo
studio delle proprietà delle antenne trasmittenti. I primi due paragrafi sono dedicati ad
introdurre i parametri fondamentali che caratterizzano le antenne (guadagno, polarizzazione
e impedenza d'ingresso). I successivi sei paragrafi sono dedicati allo studio delle proprietà
dei radiatori di uso più comune (dipoli, fenditure, guide troncate e trombe). I Paragrafi 9, lO,
Il sono dedicati ad esporre le idee basilari sul funzionamento delle schiere, mentre il
Paragrafo 12fornisce qualche idea sulle antenne a riflettore parabolico. I tre ultimi paragrafi
riguardano le proprietà delle antenne riceventi.

(
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8.1 Direttività e guadagno

Sia K(e, <\»l'intensità di radiazione prodotta da un'antenna trasmittente che irraggia la
potenza Pirr'Se la potenza fosse distribuita uniformemente in tutte le direzioni l'intensità di
radiazione sarebbe data da:

27t 7t
P. l

J JKm =---'!L=- d<\>K(e, <\»sene de
47t 47t

o o

È evidente che Km rappresenta il valore medio di K(e, <\».Poiché l'antenna concentra la
radiazione intorno a certe direzioni, il rapporto fra l'intensità di radiazione massima (Kx)e
l'intensità media è tanto maggiore quanto più la radiazione è concentrata, cioè -come si suoi
dire - quanto più l'antenna è "direttiva". Per questa ragione il rapporto

prende il nome di "direttività" dell'antenna.

Una quantità simile alla direttività è il "guadagno", definito dall'espressione:

dove P è la potenza all'ingresso dell' antenna (potenza erogata dal generatore). A causa delle
perdite nell'antenna, tale potenza supera quella irraggiata, così che il guadagno è minore
della direttività. Più precisamente, introducendo la "efficienza di radiazione"

e confrontando le definizioni del guadagno e della direttività si deduce:

L'efficienzadellamaggi2.rpartedelleantenneè talmenteelevata(l;:::::l) da.p_oterconfondere
il guadagno con la direttività.

Il guadagno è una delle principali specifiche di un'antenna, perché permette di determi-
nare l'intensità di radiazione massima, nota la potenza di alimentazione. Infatti, per la
definizione del guadagno si ha:

(1.1)
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La quantità P/4n rappresenta l'intensità di radiazione che si otterrebbe se, in luogo
dell'antenna in esame, si usasse un radiatore isotropico ideale, cioè un radiatore che irraggia
l'intera potenza P uniformemente in tutte le direzioni. La (1.1) indica che l'antenna, grazie
allasua capacità di concentrare la radiazione, permette di ottenere un' intensità di radiazione
massima che è gx volte quella che si otterrebbe nel caso del radiatore isotropico. Questa
considerazione giustifica l'uso del termine "guadagno".

Il guadagno gx coincide con il massimo della funzione

g(8, <1»= 4nK(S, <1» ( 1.2)

detta "guadagno nella direzione S, <1>".Se g(S, <1»è nota, l'intensità di radiazione in una
direzione qualunque può essere determinata in funzione della potenza di alimentazione
mediante l'espressione:

p
K(S, <1»=-g(S, <1»

4n
( 1.3)

Sostituendo nelle formule che forniscono il campo di radiazione in funzione dell'intensità
di radiazione e del vettore di polarizzazione (vedi Tabella 9.2 del capitolo precedente) si
ottiene: .

11P e-jkr
E(r, S, <1»= ~1-g(S, <1»-p(S, <1»

2n r (1.4a)

H(r, S, <1»= ur x E(r, S, <1»/ 11 (1.4b)

Inoltre la densità della potenza irraggiata può essere espressa come segue: I

(1.5)

Dunque il campo di radiazione prodotto da un' antenna alimentata con una potenza nota può
immediatamente essere determinato se si conoscono le funzioni g(S, <1»e p(S, <1».D'altro
canto, dalle (1.1) e (1.2) si deduce:

g(S, <1»=g K(S, <1»x K
x

] Normalmente le antenne irraggiano in aria o nel vuoto (k =2rrlÀo, 11=110)' Se si desidera considerare

l'attenuazione nell'aria (vedi Figura 3.], Capitolo 2), la (1.5) va corretta moltiplicando per e-2ar.
Analogamente il fattore di correzione da introdurre nella (l.4a) è e-ar. L'attenuazione verrà ignorata
in tutte le successive considerazioni.
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292 Capitolo 8 --

Pertanto g(e, <j))dipende da gx e dal diagramma di radiazione. I Dunque il guadagno gr>il
diagramma di radiazione e la polarizzazione caratterizzano completamente le proprietàdi
radiazione di un'antenna. Questi sono i dati principali di cui è necessario disporre per
caratterizzare le antenne come componenti di un sistema.

8.2 Impedenzad'ingresso

La Figura 2.1 rappresenta schematicamente un' antenna alimentata da un generatore.
L'ingresso dell'antenna è posto sulla sezione AA' della guida (o linea) di alimentazione. La
linea a destra di AA' viene considerata come parte integrante dell' antenna, assieme a tuttigli
altri elementi circuitali che la collegano alla struttura radiante vera e propria (esempio
adattatori di impedenza, reti di alimentazione degli elementi radianti di una schiera, ecc.).
L'impedenza e la corrente all'ingresso dell'antenna sono indicati da Zin = Rin + jXin e I
rispettivamente.

~Qe@tore, che è completamente schermato da un involucro conduttore, è delimitato
dalfu superficie chiusa S, indicata in tratteggio. La ~otenza @p~e~te c_heattraversa.S si
riduce a quella che entra nell'antenna attraverso la sezione AA'. ESsa è data da

, Scrivendo il bilancio delle potenze attive e reattive per la regione esterna a S, e ricordando~-- - --

che il flusso del vettore di Poynting attraverso la sfera all'infinito non è altro che la potenza
irraggiatadall'antenna,si ha: ~. , J

1--~~---1

: I O,.,"'tore I ~ -- -1--:'
I

: I l'1

Antenna
A

Spazio
libero

A'

Figura 2.1

I Spesso il guadagno viene espresso in decibel (&lb= IOlogg). In una direzione diversa da quelladi
massima radiazione risulta:

L'ultimo termine viene dedotto dal diagramma di radiazione, che spesso - specie nelle specifiche delle
antenne direttive - è fornito in decibel.
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2
Rinlll

Wdiss - 2 + Pirr=O

X. 1112
200(u -U)- In =0

m e 2

In questeespressioniwdissindica la potenzadissipatanella strutturadell'antenna;fu: - ue \
rappresenta lo scarto fra le energie magnetica ed elettrica medie accumulate nella regione
esterna ad S. RIcavando Rjne Xin si ottiene:

- 2w diss 2PirrR. --+-
In 1112 1112

Si osserva che la resistenza d'ingresso consiste di due contributi, uno collegato alle perdite
l'altro alla radiazione; quest'ultimo contributo è dato da

R = 2Pirr
r 1112

(2.1)

e prende il nome di "resistenza di radiazione" dell' antenna. La resistenza di radiazione può
effettivamente essere calcolata mediante la (2.1), perché Pirrdipende dal campo lontano, èhe
spesso è noto in funzione di I.

Nella zo!!a di radiazione le densità di energia elettrica e ~agn~tica soqo uguali, Si ha
infatti: LCcJII. "v..l , C.U' Q <A, '11'£."

~1H12= ~IE tlle £IEI2
4 4 4

Pertanto la differenza um- ue dipende solo dal campo vicino che ha c~atteristiche diverse
nelle varie antenne. La reattantao'ingresso èlriauttiva (capaciiiVa)Sé nel campo vicino - in
particolare proprio nella regione occupata dall'antenna e nel tronco di linea d'ingresso che
di essa fa parte -l' energi'!.magn~ica (elettrica) s~p~r~quel~gell' altro tipo. Ad esempio, nel
caso del dipolo hertztano, in cui l' andaQ1~to del ~l!!PQ vicino è_s!rrule a quello di un
condensatore, la reattanza è capacitiva; analogamente, nel caso_diyn)ntenna cQstituitad~
una o pili S..pIreOn:5lcg>!edUDen_siom.la reattal}za è indlJ,ttivJl.Se l'energia elettrica e
magnetica si bilanciano la reattanza è nulla e l'antenna viene detta "risonante". Poiché
l'andamento del campo dipende dalla frequenza la condizione di risonanza viene verificata
solo a certe frequenze.

Il cal~~ella reattanza richiederebbe l'esatta conoscenza del campo vicino, che
raramente è noto. Per questa ragione l'importanza dell' espressione di Xjnè prevalentemente
concettuale. l

I Si noti che, scegliendo opportunamente la posizione della sezione AA' sulla linea di alimentazione,
J'impedenza d'ingresso può sempre essere resa reale. Inoltre, mediante un opportuno adattatore (da
considerare come parte integrante dell'antenna) l'impedenza può essere sempre resa uguale all'impe-
denza caratteristica della linea di alimentazione.
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Osservando che

dall'espressione della resistenza d'ingresso si ottiene:

In molti casi la resistenza d'ingresso è circa uguale alla resistenza di radiazione, perché
l'efficienza è pressoché unitaria.

8.3 Guadagno e resistenza di radiazione del dipolo hertziano

Nel capitolo precedente sono state trovate le espressioni dell'intensità di radiazione e della
potenza irraggiata dal dipolo hertziano (Equazioni 6.6, 6.7). Sostituendo 11= 1201t [Q]
nell' espressione della potenza e usando la (2.1) si ottiene

[.Q] (3.1)

dove dè la lunghezza del dipolo. Dall' espressione dell' intensità di radiazione e della potenza
si ottiene:

D =1.5 (3.2)

Il diagramma di radiazione (vedi Figura 6.2 del capitolo precedente) corrisponde alla
funzione

La direttività del dipolo è molto bassa. Ciò dipende dal fatto che, escludendo le direzioni
prossime all'asse, la- radiazione è distribuita piuttosto uniformemente. Il vettore di
polarizzazione coincide con ue, aparte un termine di fase dipendente dalla fase della corrente
di alimentazione. Dunque la polarizzazione è lineare. -

Poiché il rapporto dIÀè piccolo (minore di 1/10) la resistenza di radiazione è dell' ordine
degli ohm o delle frazioni di ohm. Con valori così piccoli la potenza dissipata può non essere
trascurabile rispetto a quella irraggiata. Dunque il dipolo hertziano è spesso un'antenna a
bassa efficienza, specie quando dIÀè molto piccolo.

8.4 Antenna a spira

Le espressioni dell'intensità di radiazione e della potenza irraggiata da una spira circolare
di raggio a « À sono state trovate nel capitolo precedente (Equazioni 7.4, 7.5). Da esse
risulta:
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[Q]

D =1.5

La direttività della spira e del dipolo hertziano sono identiche perché le due antenne hanno
lo stesso diagramma di radiazione.

La resistenza di radiazione della spira è molto piccola, perché essa dipende dalla
quarta potenza della lunghezza della spira rapportata alla lunghezza d'onda (ad esempio,
se 2nal')..=1/5, la resistenza di radiazione è di circa O.3Q). Pertanto l'antenna a spira ha
bassa efficienza.

8.5 Dipoli di lunghezza paragonabile alla lunghezza d'onda

Queste antenne sono costituite da due bracci metallici allineati, alimentati al centro
(Figura 5.1). La lunghezza L dei bracci è dell' ordine di ')..mentre la dimensione
trasversale è trascurabile rispetto alla lun-
ghezza d'onda. Per quest'ultima ragione,
nel calcolo del campo lontano, è lecito con-
siderare i bracci come conduttori filiformi,
qualunque sia la loro reale struttura (tondini,
tralicci, ecc.). Nella teoria elementare di
seguito esposta, il campo lontano viene de-
terminato assumendo che sia nota la funzio-
ne I(z) che rappresenta l'intensità della cor-
rente sui bracci. Poiché il campo di radiazio-
ne è poco sensibile ai dettagli della sorgente,
i risultati così ottenuti sono accettabili se
l'ipotesi fatta sull' andamento di I(z) è ragio-
nevole. -

Per determinare l'andamento di I(z),
Hallén I ha studiato in dettaglio la distribu-
zione della corrente in un modello di dipolo
costituito da due cilindri conduttori infinita-
mente vicini (Figura 5.2a), eccitati da una
sorgente agente nello spazio infinitesimo
compreso fra i due cilindri. I risultati di

z

L

e

/

/

/

/

/
/

/ r

I
--...-

-L

Figura 5.1

I E. Hallén, Theoreticallnvestigations into the Transmitting and Receiving QualitiesoJAntennae, Nova
ActaRegiae Soc.Sci.Upsaliensis, voI. Il, n.4, 1938.Peruna piùfacile consultazione vedi:R. E. Collin,
F. J. Zucker, Antenna Theory, Cap. 8, McGraw-HiIl Book Co. 1969.
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questa analisi mostrano che l'andamento approssimativo della corrente è rappresentato
dall' espressione

I(z) z lo sink(L -Izl) = lo sin2n L -iziÀ (5.1)

dove lo è una costante. Secondo questa espressione la corrente ha l'andamento di un' onda
stazionaria con nodi alle estremità del dipolo e lunghezza d'onda À (Figura 5.3). La (5.1) è
tanto più accurata quanto più sottile è il dipolo.
Gli errori maggiori si hanno in prossimità
degli eventuali nodi intermedi dove, in realtà,
la corrente è piccola ma non nulla. Il risultato
di Hallén è confermato anche da altre analisi
riguardanti strutture simili al dipolo, quali
l'antenna biconica sottile indicata nella
Figura 5.2b e l'antenna ellissoidale indicata
nella Figura 5 .2e.ISi noti che si può pensare di
ottenere ildipolo divaricando la parte termina-
le di una linea bifilare a vuoto (Figura 5.3). È
piuttosto stupefacente osservare che l'anda-
mento della corrente nel dipolo coincide con
quello della corrente nella parte terminale del-
la linea, nonostante la divaricazione modifi-
chi fortemente 1'andamento del campo.

a b c

Figura 5.2

Figura 5.3

I R. E. Collin, F.J. Zucker, Antenna Theory, part l, Ch. 12, 13, McGraw-Hill Book Co. 1969.

-
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lfA . + L

gen. F1 :1 ER '-\
"" '" I; tL----+J I ""- 111\

L



-- -- --- Antenne 297

Assumendo che la corrente abbia la forma (5.1) risulta:

L o

N =Oz J l(z)ejkzcos9dz =Oz lo Jsin k(L + z)ejkzcos9dz+
-L -L

L

Oz lo fsin k(L - z) ejkzcos9dz =o 2I cos(kLcose) - coskL. z O 2
o k sin S

Poiché Oz =or cose - 09 sine si ottiene:

N9 =-21 cos( kLcosS) - coskLo k sine (5.2)

p =:!:j 09

Assumendo che la fase di lo sia nulla, il vettore di polarizzazione è dato da

(5.3)

dove il segno dipende dalla direzione. Dunque il campo è polarizzato linearmente secondo
09' L'intensità di radiazione è:

K = 11IN912- 11Ili (cos( kLcosS) - coskL )
2

8À? 8n2 sine
(5.4)

Il diagramma di radiazione è una figura di rivoluzione intorno all'asse z. Esso dipende dal
valore di kL, ovvero - a parità di dipolo - dalla frequenza. La Figura 5.4 mostra la forma del

z

8 2L=À12
a

z

~

~ 2L=À
b

. z

~+ 2L = 1.32sA
c

Figura 5.4

z

~ 2L= l.sA
d
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diagramma di radiazione in alcuni casi particolari. Nel caso 2L = ìJ2 (di polo "in mezza
onda", Figura 5.4a) il diagramma di radiazione è molto simile a quello del dipolo hertziano.
Man mano che la frequenza cresce il diagramma prima si allunga (caso 2L =A,dipolo "in
piena onda", Figura 5.4b) poi compaiono lobi secondari (Figura 5.4c) che successivamente
divengono più intensi di quello perpendicolare al dipolo (Figura 5.4d).

La potenza irraggiata da un dipolo è data da:

21t 1t

Pin- =J d<l> J K(e, <1»senede =1111012 J [cos(kLcose) - coskL]2de
O O 41t sineO

Calcolando l'integrale si trova:

Pirr = 11l1l {
y + In2kL - Ci(2kL) + .!..(sin2kL)[Si( 4kL) - 2Si(2kL)] +

41t 2

k(COS2kL)[Y + In(kL) + Ci(:kL) - 2Ci(2kL)]}
(5.5)

doveY=0.5772 è la costante di Eulero e Si(x), Ci(x) sono il seno e coseno integrale: I

x

Si(x) d~ Jsinçdç
o ç

00

Ci(x) dg - J cosç dç
x ç

DIPOLOINMEZZAONDA In questo caso il massimo della corrente si ha al centro del
dipolo (Figura 5.4a) e, quindi lo coincide con la corrente d'ingresso L Poiché 2L =ìJ2
si ha kL = TCl2; pertanto:

(5.6)

L'intensità di radiazione è massima sul piano perpendicolare al dipolo. Si ha:

(5.7)

P - 111112{ l 2 C
'

(2 )}- 2 44 111112
. -- Y+ n 1t- l 1t -. -
Irr 81t 81t

(5.8)

l Tabelle che riportano i valori delle funzioni Si(x) e Ci(x) sono reperibili in molti manuali, ad esempio:
M. Abramowitz, I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover pubI., N.Y. 1968,p. 238.
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Da queste espressioni si deduce:

~"" 73.1 Q D "" 1.64

A parità di corrente, la potenza irraggiata dal dipolo in mezza onda è molto più elevata di
quella irraggiata da un dipolo hertziano, mentre la potenza dissipata è dello stesso ordine di
grandezza.Pertantoildipoloinmezzaondahaun'efficienzamoltopiùelevata(I;"" l). Poiché
la forma del diagramma di radiazione delle due antenne è pressoché identica, l'uso del dipolo
in mezz' onda risulta conveniente solo per la maggiore efficienza. Il guadagno e la direttività
sono circa uguali e si ha:

COS2(
n

)
g(S) "" 1.64 2cosS

sin2S

Il vettore di polarizzazione è p =-jue.

DIPOLOINPIENAONDA In questo caso (Figura S.4b) si ha 2L =À.Risulta:

K= 1111~12(cos(n~OSS)+1 )2 =1111012cos4(~cosS)
8n smS 2n2 sin2S

L'intensità di radiazione è massima sul piano perpendicolare al dipolo. Si ha:

La potenza irraggiata è:

Anche in questo caso la potenza irraggiata è tipicamente molto più elevata di quella dissipata
e quindi l'efficienza è pressoché unitaria. Dalle espressioni precedenti risulta:

gx "" D "" 4.82

COS4 (
n

)
g(S) "" 4.82 2cosS

sin2S

Secondo la (5.1) la corrente dovrebbe avere un nodo al centro del dipolo (vedi FiguraS.4b).
Pertanto, in base a questa approssimazione, la corrente d'ingresso dovrebbe essere nulla,
cosa che è in evidente contrasto con l'esistenza di una potenza irraggiata. In realtà la corrente
d'ingresso è molto minore di lo, ma non è nulla. Pertanto, pur essendo possibile affermare
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che la resistenza d'ingresso è elevata, non è possibile calcolarne il valore se non si dispone
di un'espressione della corrente più accurata della (5.1).

8.6 Semidipoli

I semidipoli sono costituiti da un solo braccio e da un piano metallico, come mostrato nella
Figura 6.1a. Il piano viene assimilato ad un conduttore perfetto. Lo stesso tipo di
modellizzazione viene usato per lo studio approssimato delle antenne a semidipolo che si
ergono sul suolo (Figura 6.1b). Nonostante la conducibilità del suolo sia molto minore di
quella di un conduttore metallico, i risultati che si ottengono assimilando la superficie
terrestre ad un conduttore perfetto sono spesso accettabili.l

Applicando la regola delle immagini i semidipoli vengono trasformati in dipoli che
irraggiano nello spazio libero (Figura 6.2a, b). Naturalmente il presupposto è che il piano sia
tanto esteso da poter essere considerato indefinito. A parità di corrente d'ingresso, l'intensità
di radiazione prodotta dal semidipolo è uguale a quella del dipolo intero nel semispazio
esterno al conduttore, mentre è nulla nel semispazio che comprende il conduttore (Figura
6.2c). Pertanto l'intensità di radiazione massima è uguale nei due casi mentre la potenza
irraggiata dal semidipolo è la metà di quella che verrebbe irraggiata dal dipolo intero. Ne
consegue che il guadagno del semidipolo è il doppio di quello del corrispondente dipolo e
che la sua resistenza di radiazione è la metà. Ad esempio, se il semidipolo è lungo un quarto
d'onda, facendo riferimento ai risultati ottenuti per il dipolo in mezz'onda si ottiene:

D = 2 x 1.64 = 3.28 Rr = 73.1/2 = 36.55Q

COS2(
1t

)
g(e) ::::: 3.28 "2cose

sin2e

piano
metallico

traliccio
- metallico

~emidipolo

(" trasmettitore

a b

Figura 6.1

l
I Nel Capitolo 9 si fa un breve cenno all'effetto della conducibilità finita del suolo.
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Un'antenna usata a bassa frequenza è quella indicata in Figura 6.3. Essa è costitui-
ta da una rete orizzontale di fili metallici che dista dal suolo molto meno di À. La gri-
glia è alimentata attraverso un filo per-
corso dalla corrente I. L'antenna somi-
glia ad un condensatore, le cui armature
sono costituite dalla rete e dal suolo. La
corrente I è praticamente costante lungo
tutto il filo. È chiaro che, applicando la
regola delle immagini, l'antenna si trasfor-
ma in un dipolo hertziano, caricato capa-
citivamente dalla griglia e dalla sua imma-
gine.

La direttività è pari a 2 x 1.5 =3 e quindi
si ha:

- - - -.- - - -

a

Figura 6.2

g(9) = 3 ~sin29 (O~ 9 ~ w2)

c.

b c

isolatore

\.

suolo

Figura 6.3

L'uso di antenne di questo tipo è lirnitatb alle basse frequenze, quando i semidipoli, di
lunghezza paragonabile a À, avrebbero dimensioni eccessive.

8.7 Antenna a fessura risonante ("slot antenna")

Le antenne di questo tipo, spesso utilizzate nella ban~~elle- rpicrQQnde,consistono in una
<P- stretta fessura ricavata su di un piano metallico (Figura7.la), solitamente alimentata

mediante una guida d'onda (Figura 7.lh, c). La posizione della fessura è tale da intercettare
le linee di forza della corrente che si avrebbe n~11aparete della guida, in assenza della fessura
stessa. Quando la frequenza è prossima al valore per cui la lunghezza d è circa mezza
lunghezza d'onda, il campo sulla fessura diviene molto intenso (risonanza) e si ha un

. irraggiamento sensibile.
.. Detto Eo il campo elettlico sulla fessura e applicando l'equivalenza illustrata nella Figura

\ 12.2 del capitolo precedente, si vede che il campo irraggiato dalla fessura può essere
consider,ato come l'effetto di una lamina magnetica di densità -

;
i.

J , '.

ì
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piano ~
metallico a b

Figura 7.1
Il

c

I agente nello spazio libero (Figura 7.2a). Poiché h è molto piccolo la lamina può essere
sostituita da un filamento di COlTentemagnetica (Figura 7.2b) di intensità

hl2 h/2

Im(z)= fMs'Uzdx=2 fEOxuy'Uzdx=
-h/2 -h/2

\
I

h/2 h/2

2 fEo,uyXUzdx=2 fEo.uxdx=2v(Z)
-h/2 -h/2

z

x x

a b

Figura 7.2

o
y

z

o

x

c

z

t-
-II-h

,I 'I dO;'" -+ UJ !
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dove v(z) rappresenta la tensione esistente fra gli spigoli metallici in corrispondenza
dell' ascissa z. Le considerazioni riportate alla fine del paragrafo mostrano che, quando la
lunghezza della fessura è prossima a ìJ2, è ragionevole assumere che la tensione abbia un
andamento del tipo

nz
v(z) =Ycos-

d
(7.1)

dove V è la tensione al centro della fessura. Tale andamento è quello di un' onda stazionaria
di tensione con due nodi posti sulle estremità della fessura.
Si ha:

Im(z) =2V cos nzd

L'andamento della corrente magnetica è analogo a quello della corrente elettrica in un dipolo
in mezza onda. Pertanto, nel semispazio di interesse (y > O),il campo prodotto dalla fessura
può essere dedotto per dualità dal campo prodotto dal dipolo. Poiché la corrente magnetica
al centro del filamento è pari a 2V, considerando l'espressione duale della (5.6) si ottiene:

(O< e < n, O«p < n)

Il diagramma di radiazione nei piani xye zy è rappresentato nella Figura 7.2c. Il campo
elettrico irraggiato dalla fessura è polarizzaù>come il campo magnetico irraggiato dal dipolo;
pertanto il vettore di polarizzazione coincide con DI\>'a parte il solito termine di fase
dipendente dalla fase di V. L'intensità di radiazione massima si ha sul piano xy e vale:

L'espressione della potenza irraggiata dalla fessura si ottiene per dualità dalla (5.8) (la
potenza così ottenuta deve essere dimezzata perché la fessura irraggia nel solo semispazio
y > O).Si ottiene:

l IVI2
P. =-2.44-

llT 2 2nT'\

Dalle precedenti espressioni si deduce:

gx ""D =3.28

COS2 (
n

)
g(e) =3.28 2"cosesin2e
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. GIUSTIFICAZIONEDELLA(7.1) Sia J, la corrente che si avrebbe nella guida di alimentazione,
in corrispondenza della fenditura, qualora questa fosse assente. Per il criterio di equivalenza illustrato
nella Figura 3.3 del Capitolo 4, il campo nel semispazio y > Opuò essere determinato considerando,
in luogo delle effettive sorgenti, la densità di corrente equivalente Js impressa sulla superficie della
fenditura (Figura7.3a).

La fenditura può essere vista come una linea avente lasezione trasversale indicata nella Figura 7.3b,
cortocircuitata alle due estremità (z =:t d/2) e alimentata dalla corrente Js' Poiché, per ipotesi, la
fessura intercetta le linee di flusso di J" esiste una corrente di densità i(z) =J, . Uxdistribuita su tutta
la lunghezza della linea e impressa trasversalmente fra i due conduttori (Figura 7.3c). Si trova
abbastanza facilmente che la tensione dv generata lungo tutta la linea da un elemento di corrente i(z')
dz', localizzato fra z' e z' + dz' (Figura 7.3d), ha la seguente espressione:

jZO i(z') dz'
dv - sink(d/2 - z')sink(d/2 + z)sinkd (-d/2 < z<z')

jZOi(z')dz'
dv= sink(d/2 + i)sink(d/2 - z)sinkd (z'<z<d/2)

dove ZOè l'impedenza caratteristica della linea. Se d è prossimo a ìJ2 si ha:

kd '" 1t sin kd '" 1t- kd

sin k(d/2 - z') sin k(d/2 + z) '" -cos 1tZ'cos 1tZ
d d

sin k(d/2 + i) sin k(d/2 - z) '" -cos 1ti cos 1tZ
d d

Pertanto:

d - j ZOi(i) dz' 1tZ' 1tZv'" cos-cos-
1t- kd d d

(- d/2 < z < d/2)

i(z') dz' i(z)

~
I I ~z

-~ i o ~
c

[ ~+i(z')dz'
zo

J

-d/2 z'
-j-- -
o

~z
d/2

b d

Figura 7.3
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La tensione v(z), dovuta all'azione di tutti gli elementi di corrente, viene ottenuta integrando la
precedente espressione rispetto a z', fra -d/2 e d/2. Così si ottiene la (7.1), dopo aver posto:

d/2
'Zo

f
rez'

V = ---L- i(z') cos-dz'
kd - re d

-d/2

V tende all'infinito quando kd tende a re,cosa che avviene quando la frequenza si avvicina a quella
per cui IJ2 tende alla lunghezza della fenditura. Si ha quindi una situazione di risonanza simile aquella
che si verifica in una cavità ideale (Paragrafo 5, Capitolo 6). In realtà, come in una cavità reale, il
campo non diverge a causa delle perdite di energia. Nel caso della fenditura l'energia perduta non è
solo quella dissipata, ma anche - e soprattutto- quella irraggiatanel semispazioy > O. .

8.8 Cenni sulle guide troncate e sulle antenne a tromba

Una guida d~onc!atro_ncatairradia attraverso l'estremità aperta. Il campo di radiazione
potrebbe essere calcolato con i metodi visti nel capitolo precedente se si conoscesse, almeno
approssimativamente, l~ilIumina~i~~e sul piano~e!l',~p~rt~ra. Purtroppo, anche se nella J
guida si proyaga il solo modo dominante, prevedere quale.sia l'illuminazione non è facile. \
Infadril campo sull' apertura non coincide con quello del modo dominante, perché la
discontinuità guida/spazio eccita sensibilmente i 1!!22L~l.merioIidellaguid~; inoltre, sulla -:J

rimanente parte del piano dell'apertura, non è lecito considerare nullo il cal1}potangenziale
in prossimità dell' apertura. Dunque il calcolo del campo di radiazione non è così semplice
èome potrebbe sembrare a prima vista. Pertanto, ci si limita ad un breve cenno sulle proprietà
della guida circolare troncata, rinviando ai testi di antenne per una discussione più
approfondita. I

La Figura 8.1 mostra l'andamento tipico del diagramma di radiazione di una gùida

I R.E. Collin, F.J.Zucker, Antenna Theory, part l, Ch. 15, McGraw-HiII, Book Co., 1969.

1-,
AY

ka= 2

]]

\ \ \ \/VI / I A z \ \ \ \/VI / I.A z

2a

Figura8.1



306 Capitolo 8

Figura 8.2

circolare troncata, in cui si propaga il solo modo TEJJ. Si nota che la radiazione è piuttosto
concentrata intorno all'asse della guida e che si ha irraggiamento apprezzabile anche
all'indietro, nella regione z < O.

Il guadagno di una guida circolare troncata in cui si propaga il modo TE)) è approssima-
tivamente:

(8.1)

Poiché la propagazione in guida è unimodale, il raggio non può essere arbitrario. Per questa
ragione il guadagno è tipicamente compreso fra 6.5 e 9.5.

Il modo TEJJ è degenere. Se viene eccitato solo il modo polarizzato nella direzione x
(Figura 8.1) è evidente, per ragioni di simmetria, che su tutto l'asse z si ha polarizzazione
lineare nella stessa direzione. Analogamente, se viene eccitato anche il modo polarizzato
nella direzione di y, con ampiezza uguale e in quadratura, ilcampo è polarizzato circolarmente
sia al centro della guida che su tutto l'asse z.

Le considerazioni del capitolo precedente, riguardo all'influenza delle dimensioni del-
l'apertura sulla concentrazione della radiazione, permettono di intuire che l'antenna diviene
più direttiva se la parte terminale della guida viene gradualmente allargata. Le antenne di
questo tipo prendono il nome di "trombe" (Figura 8.2). Esse hanno una direttività maggiore
della semplice guida troncata e danno luogo ad una minore riflessione nella guida.

8.9 Antenne a schiera

I

I radiatori considerati finora sono poco direttivi (dipoli, fenditure, guide troncate) o
moderatamente direttivi (trombe). Per questa ragione essi non sono adatti ad impieghi in cui
è necessario concentrare la radiazione in angoli stretti (radar, antenne per ponti radio, antenne
per diffusione televisiva, ecc.). Uno dei modi per ottenere elevate direttività è quello di
realizzare antenne costituite da schiere di radiatori identici ed ugualmente orientati.
Alimentando con ampiezza e fase opportune i singoli radiatori e scegliendo opportunamente
la loro posizione, è possibile fare in modo che le onde da essi emesse interferiscano
costruttivamente solo nell'intorno di certe direzioni, così da formare una fascio concentrato
intorno ad esse.

La Figura 9.1 mostra esempi di schiere costituite da dipoli, fenditure, guide troncate.
Nell' antenna di Figura 9.1b le fenditure sono alimentate direttamente attraverso una guida
d'onda; negli altri due esempi l'alimentazione avviene attraverso una rete di linee o guide
(non mostrata in figura) che fanno capo ad una sola porta (ingresso della schiera). In ogni caso

l'
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il sistema di alimentazione è progettato in modo tale da ottenere le volute relazioni di
ampiezza e fase fra le "eccitazioni" dei singoli elementi (correnti d'ingresso nei dipoli,
tensioni al centro delle fenditure, ecc.).1

Rispetto ad altri tipi di antenne ad elevata direttività (esempio antenne paraboliche,
vedi Paragrafo 12) le schiere presentano i seguenti vantaggi: a) migliore possibilità di
sagomare il diagramma di radiazione secondo le esigenze che si presentano in certe
applicazioni; b) possibilità di modificare in maniera estremamente rapida la direzione
del fascio, mediante il controllo elettronico della fase o della frequenza con cui vengono
alimentati i singoli elementi (phased arrays); c) possibilità di irraggiare potenze molto
elevate, inserendo opportuni amplificatori nella rete di alimentazione (uno per radiatore
o gruppo di radiatori). A fronte di questi vantaggi si hanno notevoli complicazioni
realizzati ve, specie nel caso delle grandi schiere, costituite da centinaia o migliaia di
elementi.

Concettualmente una schiera di N radiatori è ottenuta traslando un "radiatore di
riferimento" (Figura 9.2) secondo certi vettori r l' rz, ..., rN' Il radiatore di riferimento può
essere ideale o può coincidere con uno degli elementi della schiera. Gli estremi °\, Oz,
..., °N dei vettori di traslazione occupano, nei vari radiatori, la stessa posizione che
l'origine ° occupa nel radiatore di riferimento. Essi rappresentano le "posizioni" dei vari
radiatori.

Nella teoria elementare delle schiere si fa l'ipotesi che l'andamento delle correnti nei

l Nel progetto dell'alimentazione la schiera deve essere considerata come un circuito a N-porte,
caratterizzata da una opportuna matrice (es. matrice d'impedenza). Infatti, acausa dell' accoppiamento
fra i radiatori (che può essere rilevante fra elementi vicini), le impedenze mutue non sono trascurabili.
Ne consegue che l'impedenze vista all'ingresso di un radiatore differisce da quella di un identico
radiatore isolato nello spazio libero e dipende dalla posizione occupata nella schiera. Nel caso delle
schiere di radiatori da eccitare in fase mediante correnti di ampiezzacomunque fissata, il progetto della
retedi alimentazione può essere basato sull'uso di linee ÀJ4in parallelo (Figura 3.7 del Capitolo 5), che
garantiscono la corretta alimentazione, indipendentemente dai valori assunti dalle impedenze.

1

J
l
J

1

l
J

1

l

a b c

Figura 9.1
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1 -;: di
osservazione

Figura 9.2

radiatori sia lo stesso di quello che si avrebbe nel radiatore di riferimento, isolato nello spazio
libero. l Pertanto, pensando a correnti elettriche e indicando con Jo(r) la densità di corrente
nel radiatore di riferimento, la densità di corrente nel radiatore n-esimo è:

dove Cnè una costante complessa. Inaltri termini, il campo di corrente nel radiatore n-esimo
è ottenuto traslando quello del radiatore di riferimento, moltiplicandone l'ampiezza per ICnl
e introducendo una variazione di fase pari alla fase di Cn.

I coefficienti CI, C2, ...,CNsono detti "coefficienti di eccitazione". Cnè uguale al rapporto
(complesso) esistente fra l'eccitazione dello n-esimo elemento e l'eccitazione del radiatore
di riferimento.

Il radiatore di riferimento, isolato nello spazio libero, produrrebbe nella zona di radiazione
il campo:

(Poe Ko sono il vettore di polarizzazione e l'intensità di radiazione). Poiché i radiatori che
compongono la schiera differiscono da quello di riferimento solo per la posizione e per una
diversa eccitazione, il campo generato dallo n-esimo radiatore è

dove Rn è la distanza del punto di osservazione, presa a partire da On' Nella zona di radiazione

I In realtà, la presenza dei radiatori vicini perturba più o meno fortemente la distribuzione delle correnti.
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(che inizia ad una distanza dipendente dalle dimensioni dell'intera schiera) si possono fare
le solite approssimazioni (vedi Figura 9.2):

Pertanto si ha:

En ha la stessa polarizzazione di Eo e lo stesso tipo di dipendenza da 8 e <1>.La sua ampiezza
è proporzionale all'ampiezza dell'eccitazione e la sua fase dipende, oltre che dalla fase
dell'eccitazione, anche dalla posizione di °n e dalla direzione di osservazione. Il campo
generato dalla schiera è dato da:

N

E= InEn =FEo
I

(9.1)

dove:

N

F = F(8, <1»= I n Cn ejkrn'u,
I

(fattore di schiera) (9.2)

11fattore di schiera tiene conto dal fenomeno dell' interferenza fra i campi generati dai singoli
elementi.

Sostituendo l'espressione di Eo nella (9.1) si ottiene:

dove

p(8, <1» = Po(8, <1»ejArg[F(9,c!»] (9.3a)

K(8, <1»= Ko(8, <1»IF(8, <1»12 (9.3b)

K e p sono l'intensità di radiazione e il vettore di polarizzazione della schiera. La
polarizzazione è identica a quella del radiatore di riferimento, perché p e Podifferiscono solo
per la fase. Invece il diagramma di radiazione della schiera è molto diverso da quello del
singolo radiatore, perché la moltiplicazione per IFI2modifica profondamente l'andamento
dell' intensità di radiazione.
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diagramma di radiazione Xdi un elemento
diagràmmadi radiazionedella - diagramma di radiazione
schiera di radiatori isotropici - della schiera

Figura 9.3

Se la schiera fosse costituita da radiatori isotropici (Ko costante), il diagramma di
radiazione sarebbe determinato solo da IFlz.In una schiera reale, invece, il diagramma di
radiazione dipende anche da quello del singolo radiatore. Infatti dalla (9.3b) si deduce la
seguente

REGOLADI KRAUSS:Il diagramma di radiazione di una schiera può essere detenninato
riportando, direzione per direzione, iprodotti dei valori letti nel diagramma di radiazione
del singolo elemento e nel diagramma di radiazione di una schiera di radiatori isotropici,
posizionati ed eccitati come gli elementi della schiera reale. Il diagramma così ottenuto
viene poi nonnalizzato rispetto al valore massimo.

Il

Il
La Figura 9.3 serve ad illustrare la regola di Krauss. In questo esempio il diagramma dei

radiatori isotropici presenta quattro lobi intensi, tre dei quali sono localizzati in direzioni in
cui il singolo radiatore non irraggia, o irraggia molto debolmente. Applicando la regola di
Krauss, si ottiene per la schiera un diagramma di radiazione che presenta un lobo principale
piuttosto stretto e altri lobi di minore intensità (lobi secondari).

È opportuno sottolineare che i precedenti risultati non si applicano a sistemi costituiti da
radiatori di tipo differente o diversamente orientati. Tali sistemi non sono c1assificabilicome
schiere e il campo deve essere calcolato caso per caso, sovrapponendo i contributi dei singoli
radiatori.

Il

It

8.10 Schiera lineare uniforme

Il

Una schiera lineare uniforme è costituita da N radiatori allineati ed equispaziati (Figura 10.1).
Lo studio della schiera è più semplice se si suppone che fra un radiatore e il successivo
l'eccitazione subisca uno sfasamento costante. In questo caso, prendendo come radiatore di
riferimento quello posto in O), si haIl

Cz = az e-jo, ... ,

Il I

(-71:< ù::; 71:)
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I coefficienti 3.u(reali positivi) determinano la distribuzione delle ampiezze delle eccitazioni
e oindica lo sfasamento fra elementi adiacenti. Posto l'asse z lungo la schiera si ha inoltre:

dove d è la spaziatura fra i radiatori.
Poiché ur . Uz =cose, il fattore di schiera è dato da:

F =al + a2 ei(kdcos6- Ò) + ... + aN ei(N - 1)(kdcos6- Ò) (10.1)

Esso è ovviamente simmetrico intorno all'asse della schiera. Se in una certa direzione si ha

kd cose - o= m21t (m =O,:tI, :t2, ...)

il fattore di schiera assume la massima intensità possibile:

N

Fx =I n an
I

In tale direzione i campi generati dai vari elementi si sommano in fase (interferenza
costruttiva) e si ha un' elevata intensità di radiazione. A causa della simmetria di rivoluzione
del fattore di schiera, le direzioni di interferenza costruttiva - se esistono- formanounaopiù
superfici coniche, corrispondenti ai valori em che soddisfano l'equazione

cosem=(
~+m

)
À

21t d (10.2)

La radiazione della schiera risulta concentrata nelle direzioni prossime a tali superfici,
intorno alle quali si formano lobi intensi del diagramma di radiazione. I

-
Ur ----

---- -
I-d--j

e
o z

Figura 10.1

l Naturalmente ciò richiede che l'intensità di radiazione del singolo elemento non sia trascurabile in
queste direzioni.
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La (10.2) non ammette soluzione se il valore assoluto del secondo membro supera L
Poiché 8 è compreso fra -n e n, non esiste alcuna soluzione se non esiste quella per m =O;
pertanto è essenziale che lo sfasamento e la spaziatura vengano scelti in modo che la
soluzione eo esista. Intorno a eo il diagramma di radiazione presenta il cosiddetto "lobo
principale". Altri lobi di uguale intensità, intorno ad ulteriOli direzioni di interferenza
costruttiva, vengono detti "grating lobes".1 La loro presenza è normalmente indesiderata.

Se la direzione del lobo principale è assegnata, il corretto puntamento viene ottenuto
sfasando i radiatori di

2nd e8=-cos oÀ (10.3)

Per escludere la presenza dei grating lobes basta che la (10.2) non ammetta soluzioni per
m =:tI. Pertanto deve aversi:

I

~:t 1
1

À > l
2n d

ovvero

'I

Il

o ancora, eliminando 8 mediante la (10.3):

Il

,

À

d < 1+lcoseo'
(10.4)

Fissata la direzione del lobo principale, il valore di d viene fissato in accordo alla (10.4) e
quello dello sfasamento viene determinato mediante la (10.3). Si osserva che, per evitare la
presenza dei grating lobes la spaziatura deve essere tanto minore quanto più la direzione del
lobo principale è prossima all'asse della schiera.

Il
Il

Un caso particolare è quello delle cosiddette schiere broadside, che danno luogo
all'interferenza costruttiva in direzioni perpendicolari all'asse (eo =w2). Nelle schiere
broadside i radiatori sono alimentati in fase (8 =O)e, per evitare i grating lobes, la loro
spaziatura è minore di À(tipicamente d =0.75À).La forma del diagramma di radiazione non
può essere ulteriormente precisata, fino a quando non è fissato il numero degli elementi, il
valore delle ampiezze delle eccitazioni e, naturalmente, il tipo di radiatore. La ragione fisica
dell' interferenza costruttiva nelle direzioni perpendicolari all' asse è evidente: le distanze che
separano i radiatori da un punto di osservazione posto a grande distanza sul piano

Il I Sull'esistenza di molteplici direzioni d'interferenza è basato il funzionamento dei cosiddetti "reticoli
di diffrazione" (gratings) usati in Ottica.

I I
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perpendicolare all'asse sono pressoché uguali, così che i fronti d'onda emessi dai vari
radiatori impiegano lo stesso tempo a percorrerle; poiché le creste delle onde vengono
emesse simultaneamente (a causa dell'alimentazione in fase), esse raggiungono simultane-
amente il punto di osservazione, dando luogo all'interferenza costruttiva.\

Un altro caso particolare è quello delle cosiddette schiere end-fire. In queste schiere
l'interferenza costruttiva ha luogo nella direzione dell' asse (eD=O,ovvero eD=1t).A questo
scopo lo sfasamento fra i radiatori deve essere

(10.5)

Per evitare igrating lobes, la spaziatura fra i radiatori deve essere minore di ìJ2. Ildiagramma
di radiazione di una schiera end-fire presenta un massimo, più o meno pronunciato, nella
direzione dell' asse e nel verso delle fasi decrescenti. Le distanze che separano due elementi
successivi da un punto di osservazione posto a grande distanza sul semiasse z > Odifferiscono
di d; pertanto, se i radiatori fossero alimentati in fase, le creste delle onde arriverebbero nel
punto di osservazione in tempi diversi - distanti d/c - e non si avrebbe l'interferenza
desiderata. I ritardi vengono annullati facendo in modo che ogni radiatore oscilli in anticipo
di d/c rispetto al radiatore successivo. Questo richiede che le alimentazioni siano sfasate
proprio di Ò=w(d/c) =21td/À.2

In tutti i casi la forma del diagramma di radiazione dipende dalle ampiezze dei coefficienti
di eccitazione. Un caso semplice da studiare è quello in cui l'ampiezza è uguale per tutti gli
elementi:

Utilizzando la (10.3) è possibile riscrivere la (10.1) come segue:

F =l + ejkd(cos8-cos8o) + e2jkd(cos8-cos8o) + ... + e(N -1)jkd(cos8-cos8o)

Usando l'identità

I 2 N+a+a +...+aN-1 =~
a-I

I La simultaneità dell' emissione e l'elevato irraggiamento in direzione laterale richiamano l'immagine
di una bordata d'artiglieria navale (broadside).

2 Il progressivo ritardo nell'emissione e l'elevato irraggiamento nella direzione dell'allineamento
evocano l'immagine del cosiddetto "fuoço di fila" (end-fire).
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si ottiene:

ejNkd(cos9-cos90) -1

F = jkd(cos9-cos90)e -

da cui:

sin[N(kd /2)(cose-coseo)] j(N-I)(kd/2)(cos9-cos90)F= e
sin [(kd /2)( cose - coseo)]

In base alla (9.3b) l'intensità di radiazione della schiera è

K(e, «1»=N2 Ko(e, «1»f(u - uo) (10.6)

dove

f(X) =(1- si~NX )
2

N smX
1td

u =-cose
À

1td
Uo =-coseoÀ

(10.7)

I

l.

I

La funzione f(X) è periodica con periodo 1t,ed è caratterizzata dalla presenza di picchi di
ampiezza unitaria posti intorno alle ascisse O,:bt, :t21t,... (FiguralO.2). In un periodo essa si
annulla N-l volte. I picchi sono tanto più stretti quanto maggiore è il numero degli elementi.
Il diagramma polare che fornisce f(u - uo) in funzione di e, rappresenta evidentemente il
diagramma di radiazione nel caso di radiatori isotropici. Esso può essere ottenuto con la
costruzione indicata nella Figura 10.3.Descritta una circonferenza di raggio 1tdIÀcon centro
nell'origine dell'asse z, si disegna il diagramma di f(X) con l'asse delle ascisse parallelo a
z e l'origine in corrispondenza della proiezione del punto Po,preso sulla circonferenza nella
direzione eo.Cosi facendo la proiezione del punto P, preso nella direzione e, cade sull' ascissa
X =u - uo-cui corrisponde il valore di f nella stessa direzione.

La costruzionepermettedi comprendereche, per data spaziaturadei radiatori, il lobo

" f(X)

!
N= lO

x
-1t -..K. O ..K.

N N
1t

Figura 10.2
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x z

f(X)
re!

Uo
I

1!f!
le

-re

Figura 10.3

principale è tanto più stretto quanto maggiore è il numero degli elementi, quindi, quanto
maggiore è l'estensione della schiera. Dunque, anche nel caso della schiera, vale il risultato
generale visto nel capitolo precedente a proposito delle aperture: per concentrare la
radiazione in un angolo ristretto è necessario usare sistemi radianti di grandi dimensioni.

Nel caso broadside (Figura lO.4a) il diagramma di radiazione di una schiera di radiatori
isotropici costituita da un gran numero di elementi tende ad assumere la forma di un disco,
intorno al piano normale alla schiera. L'angolo il fra le direzioni di zero che lo delimitano
(vedi figura~ viene ottenuto dalla relazione

Si ha:

A
il =2 arcsin Nd

(10.8)

Se il numero dei radiatori è molto grande, risulta A/Nd« l e quindi:

[rad] (10.9)
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Schiera broac/side (u" = O) Schiera el/d-jire (u" = ndlÀ.)

- n/N

z

a b

Figura 10.4

Poiché Nd è circa uguale alla lunghezza della schiera, il lobo principale è tanto più stretto
quanto maggiore è il rapporto fra la lunghezza della schiera e la lunghezza d'onda. Ad
esempio, nel caso di una schiera di 50 radiatori distanti 3ìJ4 il lobo principale è compreso
in un angolo di circa 3°.

Nel caso end-fire il diagramma di radiazione della schiera di radiatori isotropici assumé
_la forma Hasigaro" indicata nella Figura IO.4b. In questo caso l'apertura del lobo principale

è determinata dall'equazione:

1t 1td L1 1td 1td . 2 L1--=-cos---=--2sm -
N À. 2 À. À. 4

Si ottiene:

iIì

L1=4 arcsin ~ 2~d
(10.10)

Anche in questo caso l'apertura del lobo principale diminuisce al crescere della lunghezza
della schiera.

Il diagramma di radiazione di una schiera reale dipende dalla forma del diagramma di
radi~ione degli elementi. Ad esempio, nel caso di una schiera broadside costituita da dipoli
paralleli (Figura 10.5), il diagramma di radiazione presenta due lobi contrapposti, sia sul
piano zy che sul piano xy. I lobi sul piano xy riproducono la forma del diagramma del dipolo
sullo stesso piano, e quindi sono piuttosto larghi; invece i lobi sul piano zy dipendono dal
fattore di schiera e possono essere molto stretti. Visto in tre dimensioni, il diagramma di
radiazione ha la forma di due ventagli contrapposti.

Un esempio familiare di schiera end-fire è costituito dall' antenna Yagi-Uda (Figura 10.6),
usata nelle bande VHF e UHF, specie come antenna ricevente televisiva. Questa antenna è
costituita da una schiera di dipoli di lunghezza prossima a mezza onda. Uno dei radiatori
(dipolo attivo) viene alimentato direttamente, mentre gli altri radiatori (dipoli passivi) sono
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z z

x
x

y

Figura 10.5

z

schiera

dipoli

y y

schiera

dipoli

y

x

costituti da una barra metallica priva di terminali. In questi ultimi elementi, che possono
essere considerati come dipoli chiusi in corto circuito, le correnti vengono indotte grazie
all'accoppiamento con il dipolo attivo. Modificando leggermente le lunghezze dei dipoli
passivi si può fare in modo che le fasi delle correnti indotte assumano i valori necessari a
creare l'interferenza costruttiva nella direzione del semiasse z > O.Poiché ìe variazioni di
lunghezza necessarie a ottenere l'effetto desiderato sono molto piccole, tutti i dipoli possono
essere sostanzialmente considerati uguali fra loro e l'antenna può essere vista come una
schiera end-fire. La forma del diagramma di radiazione, ottenuta applicando la regola di
Krauss è indicata nella Figura 10.6. L'antenna Yagi-Uda ha guadagni tipici dell'ordine di
qualche decina.

Benché limitata a casi molto semplici, la discussione sulle schiere lineari ha messo in luce
due importanti proprietà delle schiere in genere. La prima consiste nella possibilità di
modificare la posizione del lobo principale agendo sullo sfasamento, ovvero sulla frequenza;
infatti, dalla (10.2) si deduce:

oÀ
80 = arcos 2nd

(10.11)

Questa possibilità è sfruttata nei phased arrays, in cui la fase (o la frequenza), viene fatta
variare con sistemi di comando elettronico, in modo da variare con grande rapidità il
puntamento del lobo principale. Ciò è molto utile in diverse applicazioni civili e militari (es.
radio-aiuti per la navigazione aerea, radar, missilistica). La seconda proprietà consiste nel
fatto che, agendo sulle ampiezze e le fasi dei coefficienti di eccitazione, è possibile ottenere
una grande varietà di diagrammi di radiazione. Questa possibilità è sfruttata per realizzare
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antenne con fasci conformati ad hoc, per venire incontro a particolari esigenze applicative;
a questo scopo i coefficienti di eccitazione vengono determinati in modo da ottenere un
diagramma di radiazione il più possibile prossimo a quello desiderato (sintesi della schiera).
Non è questa la sede per addentrarsi in problemi specialistici come lo studio dei phased arrays
o dei metodi di sintesi delle schiere, argomenti che vengono trattati nei testi dedicati alle
antenne.

Il

IL

'I

il

dipolo

z

Figura 10.6

schiera di radiatori

isotropici

y

8.11 Antenne con dipoli e riflettori piani

Antenna

Yagi-Uda
z z

y y

La direttività di un dipolo può essere accresciuta ponenc!oparell~ente ad esso u~piano
metallico distante un quarto d'onda (Figura 11.1a). Per la regola delle immaginiun'antenna

"
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siffatta equivale alla schiera di due dipoli indicata nella Figura Il.lb. Poiché la corrente nel
dipolo immagine è in opposizione di fase con quella del dipolo reale, i coefficienti di
eccitazione sono 1 e -l. Il fattore di schiera può essere trovato mediante le formule del
paragrafoprecedente,ponendo N = 2, d = ì.J2,Ò=n.Per la (10.11) si ha:

eo =arcos l = O

Pertanto dalla (10.6) si deduce:

f 1 sin2n(cose-l) 2( . 2 e)=- - cos n SIn -
4 sin2n( cose -1) /2 2

(0:::;e:::;n/2)

L'andamento di f è rappresentato nella Figura Il.2. Applicando la regola di Krauss nei piani
xz e yz, si ottengono i diagrammi di radiazione indicati.
Con lo stesso procedimento si trova il diagramma di radiazione di una schiera broadside del
tipo indicato nella Figura Il.3, in cui i dipoli sono posti ad un quarto di lunghezza d'onda
da un riflettore piano. Applicando la regola delle immagini si ottiene una coppia di schiere
del tipo già incontrato nel paragrafo precedente (Figura 10.5), distanti fra loro mezza
lunghezza d'onda e alimentate in controfase (Figura 11.3). Ciascuna schiera può essere
considerata come-ununico radiatore, che ha ildiagramma di radiazione mostrato nella Figura
10.5. Pertanto il diagramma di radiazione della schiera con riflettore viene ottenuto
applicando la regola di Krauss al diagramma di radiazione della singola schiera e al

x x dipolo x
di polo + riflettore

x
z z

y

dipolo + riflettore

z z

z

dipolo

x

y y

Figura Il.2



diagramma di radiazione dei due radiatori isotropici già considerati nella Figura Il. le. Il
procedimento è illustrato nella Figura 11.3. Considerazioni analoghe possono essere fatte
quando si studiano dipoli (o schiere di dipoli) in posizione verticale o orizzontale posti in
prossimità del suolo, se il suolo viene assimilato ad un conduttore perfetto. Il caso di un dipolo
hertziano verticale posto all'altezza di mezza lunghezza d'onda è stato già trattato nell' esem-
pio discusso nel Paragrafo Il del capitolo precedente, senza usare la teoria delle schiere.

La regola delle immagini permette di trasformare in schiera anche l'antenna indicata nella
Figura Il.4a (antenna con "fiflettore ad angolo"). Essa è costituita da un dipol0 e da un
riflettore formato da due piani conduttori che formano un diedro ad angolo retto. Il dipolo
giace sul piano bisettore del diedro ed è parallelo al suo spigolo. Applicando la regola delle
immagini (vedi Figura 11.6 del capitolo precedente) l'antenna viene trasformata in una
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Figura Il.3

l.

I

I

Il
Il

1\

x

z z

dipoli + riflettore

>~y dipoli+ riflettore

"-1
f

X /

, /
, //

',1// 1, .
,

>L Z

1

z

/

/

/

/ / -1

a

Il
Figura Il.4

b

x
l

À

)
2

x

I
I

l'' '/
;; I I

I
.

-1 l 1
z



Antenne 321

schiera di dipoli con le eccitazioni indicate in Figura Il.4b. Si lascia al lettore la determina-
zione del fattore di schiera e la verifica del fatto che esso presenta un massimo nella direzione
z quando la distanza d è uguale a mezza lunghezza d'onda.

8.12 Cenni sulle antenne paraboliche

Nella banda delle microonde e delle onde millimetri che le antenne ad alta direttività sono
spesso realizzate sfruttando un ben noto risultato dall'Ottica Geometrica: se una sorgente
puntiforme viene collocata nel fuoco di un riflettore parabolico, i raggi riflessi dal riflettore
sono paralleli e convogliano tutta l'energia intercettata dal riflettore nella direzione dell' asse.
L'Ottica Geometrica è una teoria approssimata (vedi Capitolo 9) e i suoi risultati sono
accettabili con le dovute cautele. In effetti si può ammettere che la radiazione riflessa si
propaghi parallelamente all'asse solo in prossimità del riflettore; infatti, come già si sa, a
grande distanza l'energia si propaga sempre in direzione radiale. Ciò nonostante si può
prevedere che il grosso della radiazione riflessa è prevalentemente concentrata in un fascio,
intornoall'assedelparaboloide. -

La Figura 12.1 mostra un esempio di antenna a riflettore parabolico (più concisamente,
"antenna parabolica"). In questo esempio la sorgente primaria (illuminatore) è una tromba
posta sul fuoco del riflettore. I raggi riflessi determinano sulla superficie S (apertura)
un'illuminazione del genere di quella mostrata in Figura 12.1. Sull'apertura, che è normale
ai raggi, la fase dell'illuminazione è costante; infatti, secondo l'Ottica Geometrica, le
superfici normali ai raggi sono equifase. L'intensità, invece, è generalmente variabile e
dipende dalla forma del diagramma di radiazione dell'illuminatore.

riflettore

parabolico ~

apertura

s
z

asse del- - - - - -

paraboloide

illuminazione

dell'apertura

(componente Ex)
y

Figura 12.1
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Come si vedrà nel successivo capitolo, l'Ottica Geometrica permette di ottenere una
accettabile approssimazione dell'illuminazione, a patto che l'apertura sia collocata in
prossimità del paraboloide e che tutte le dimensioni caratteristiche del.riflettore (dimensioni
della sezione trasversale, raggi di curvatura) siano molto maggiori della lunghezza d'onda.
L'Ottica Geometrica però non è in grado di predire l'andamento del campo nella zona di
radiazione. D'altro canto lo studio della radiazione può essere basato sul metodo esposto nel
Paragrafo 12del capitolo precedente, dove si è visto che il campo di radiazione dipende dalle
trasformate di Eoxe EoY'Dunque l'Ottica Geometrica può essere utilizzata per ottenere
l'illuminazione dell'apertura, mentre il campo di radiazione può essere calcolato con il
metodo ricordato.

Poiché la fase è costante lo spettro dell' illuminazione ha un picco sull' origine. La porzione
del cerchio visibile occupata dal picco è tanto minore quanto maggiore è il rapporto fra le
dimensioni dell'apertura e la lunghezza d'onda. Per questa ragione il diagramma di
radiazione è caratterizzato da un lobo principale diretto secondo la direzione di z, tanto più
stretto quanto maggiori sono le dimensioni del riflettore. Ciò è stato verificato nei casi
particolari dell'apertura rettangolare e dell'apertura circolare illuminate uniformemente
(paragrafi 13 e 14, Capitolo 7).

In base alle (12.6) e (12.7) del capitolo precedente, l'intensità di radiazione nella direzione
z è data da:

~ l~

(12.1)

dove:

I"
I

ex(O,O)=~ fEox dS21t
S

(12.2)

D'altro canto, nell'approssimazione dell'Ottica Geometrica, le onde sono di tipo TEM e
soddisfano le stesse relazioni che valgono per le onde piane uniformi. Pertanto la potenza
che attraversa l'apertura (cioè la:potenza irraggiata nel semispazio z > O)può essere calcolata
come segue:

If
Il (12.3)

Se è possibile trascurare la radiazione che l'illuminatore invia direttamente nella zona
posteriore al paraboloide, le (12.1) e (12.3) permettono di calcolare la direttività delle
antenne a riflettore. La direttività è circa uguale al guadagno, perché le perdite sono
trascurabili.

In particolare, nel caso ideale di un' apertura di forma arbitraria illuminata uniformemente
si ha:

e/O, O)= EOyAap21t



Antenne 323

dove Aapè l'area dell'apertura. Ne consegue:

Aa/ 2 2
Kx =-z(IEOxl +IEOyl )

211À;

(12.4)

Il guadagno è molto elevato, perché le dimensioni dell'apertura sono molto maggiori della
lunghezza d'onda. Ad esempio se Aap= 1000).}si ha un guadagnodi oltre 12000(ovvero
40.8 db).

Le illuminazioni che si realizzano in pratica sono rastremate verso il bordo dell'apertura
(Figura 12.2a). Questo dipende in primo luogo dal fatto che illuminazioni non rastremate
richiederebbero l'uso di illuminatori con un lobo principale tanto largo da irraggiare
direttamente nella zona retrostante il riflettore (Figura l,2.2b), creando lobi posteriori intensi,

illuminazione
rastremata

diagramma di radiazione

diag. rado
iIIuminatore a

radiazione all'indietro

diagramma di radiazione

.'.)

lobi posteriori

b

Figura12.2
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altamente deleteri in molte applicazioni. I In secondo luogo, la maggior "dolcezza" dell'il-
luminazione rastremata fa sì che, anche nella zona anteriore, i lobi laterali siano di livello
minore. Con le illuminazioni rastremate il lobo principale del diagramma di radiazione
risulta più largo di quello che verrebbe ottenuto con l'illuminazione uniforme. Per questo il
guadagno è minore di quello fornito dalla (12.4) e si usa scrivere

(12.5)

dove çè un coefficiente minore di l, detto "efficienza dell'apertura".2 Comunemente çè
dell' ordine di 0.5 -0.7. Nello studio di massima dei collegamenti radio, la (12.5) è molto utile
per stimare le dimensioni delle antenne paraboliche.

8.13 Antenne riceventi

il

lil

:'1

Un' antenna collegata ad un radioricevitore (Figura 13.1a), investita dalla radiazione emessa
da una sorgente posta a grande distanza, "cattura" parte dell' energia incidente e la trasferisce
al ricevitore. In questo caso l'antenna viene detta "ricevente". La sorgente può essere
un'antenna trasmittente o qualsiasi altra fonte di radiazione.3

II ricevitore e la guida (o linea) di collegamento con l'antenna sono schermati, di modo
che il segnale arriva al ricevitore esclusivamente attraverso la porta So. Vista dal ricevitore,

'.

.,.
l''

f :

ricevitore I Zin Ic

conduttore

perfetto

a b

I:
,

f

Figura 13.1

I Se l'iIluminatore emette intensamente nella direzione del bordo del paraboloide (come nella Figura
12.2b)si hanno ancheeffetti di diffrazione (vedi Capitolo 9) che aumentano il livellodei lobisecondari,
anche nelle regione posteriore che - secondo l'ottica geometrica - dovrebbe restare in ombra.

2 E appena il caso di osservare che l'efficienza dell'apertura non ha nulla a che fare con l'efficienza
dell'antenna, che è collegata alle perdite.

3 In questo testo si suppone che la sorgente sia monocromatica. In certe applicazioni le antenne vengono
anche usate per ricevere segnali non coerenti (esempio radiazione termica). Esempi sono i radiometri
(usati nel telerilevamento) e i radiotelescopi (usati nella moderna astronomia). Lo studio del compor-
tamento in regime sinusoidale è essenziale per comprendere il funzionamento delle antenne anchein
queste applicazioni.
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l'antenna sicomporta come un generatore, caratterizzato da una certa corrente di cortocircuito
le e da una certa impedenza interna (Figura 13.lb). L'impedenza è quella che si vede
all 'ingresso dell' antenna quando manca la radiazione incidente; pertanto essa non è altro che
l'impedenza Zindi cui si è discusso nel Paragrafo 2. La corrente leè quella che si avrebbe alla
porta So, chiusa in corto circuito; essa dipende dall' antenna e dal campo incidente,
intendendo per campo incidente quello che si avrebbe nella zona dell'antenna, in assenza
dell'antenna stessa e del ricevitore. Se si suppone che l'antenna e la sorgente del campo
incidente siano collocate l'una nella zona di radiazione dell'altra si trova:

(13.1)

dove:

Eine è il campo elettrico incidente considerato nell'origine O del sistema di riferimento
dell' antenna;
è la conduttanza d'ingresso dell'antenna;
sono il guadagno e il vettore di polarizzazione dell' antenna nella direzione e, cl>da cui
proviene l'onda incidente. I

Il risultato è piuttosto sorprendente, perché mostra che il comportamento dell' antenna in
ricezione dipende dalle stesse quantità - il guadagno, il vettore di polarizzazione e
['impedenza d'ingresso - che caratterizzano l'antenna in trasmissione.

Gin
g,p

. DIMOSTRAZIONEDELLA(13.1) La dimostrazione è basata sul teorema di reciprocità, applicato
in tuttolo spazio,escluso il volumeVr occupatodal ricevitore(Figura 13.2).Il puntoP rappresenta
la posizione dell' origine cui sono riferiti i parametri dell' antenna ricevente. L'origine O è localizzata
nel volume della sorgente (Vs). La distanza r fra O e P è in realtà molto maggiore di quella che appare
nella figura, dato che l'antenna e la sorgente sono l'una nella zona di radiazione dell' altra. Il teorema
di reciprocità viene applicato considerando le due situazioni indicate nella Figura 13.2.

Nella situazione di Figura 13.2a la porta Soè in'cortocircuito e il campo (E', H') è creato da sorgenti
Jo, agenti nel volume Vs' Su So si hanno i seguenti campi trasversali:

ET=0 (13.2)

dove h è il vettore magnetico del modo che si propaga nella guida e le è la corrente di cortocircuito
che si vuole determinare.

Nella situazione di Figura 13.2b la sorgenti Jo sono assenti e il campo (E", H") viene generato
dall'antenna in esame, alimentata da sorgenti (non meglio specificate) agenti nella regione V,. Sulla
sezione Sosi ha:

ET =Ve (13.3)

I La fase del vettore di polarizzazione è quella che si ha in trasmissione, quando l'antenna viene
alimentata con una tensione d'ingresso avente fase propria nulla. Questa precisazione serve solo a
fornire l'esatto valore dello sfasamento fra le e il campo incidente, sfasamento che dipende dalla fase
di p. Se neldeterminare p si assume una fase diversa dell' eccitazione, la fase di leè affetta da unerrore
che, comunque, è spesso irrilevante ai fini pratici.
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sorgente
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dall'interno di Vr
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Figura 13.2

doveerappresentailvettoremodaleelettricoeVela tensioneall'ingressodell'antenna.Senzaperdere
in generalità si può supporre che V sia reale. Pertanto, indicando con P la potenza all'ingresso
dell'antenna si ha:

V= ~ 2PG.In ( 13.4)
Il

'Il

Applicando il teorema di reciprocità si ottiene:

'I
, "

I

JE"(r'). Jo(r' )dVs = JE"xH . ndSo =VIe Je x h. ndSo = VIe
~ ~ ~

Infatti l'integrale di superficie sul contorno di Vr si riduce all'integrale sulla porta So (sia E' che E"
sono normali al resto del contorno, che è posto sullo schermo del ricevitore). Utilizzando la precedente
espressione e la (13.4) si ottiene:

I =~Gin JE"(r').J (r')dV
e 2P O s

Y,
(13.5)

"Il
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Il guadagno e il vettore di polarizzazione dell' antenna nella direzione del punto r', sono praticamen-
te uguali a quelli nella direzione della congiungente OP (g e p) perché, a causa della grande distanza,
il volume Vs viene visto da P sotto un angolo trascurabile. Pertanto, usando la (I.4a) si può scòvere:

Pl!
-jkR

E"(r')= B 1.~p21t R

(R è la distanza fra il punto r' e il punto P). Facendo le solite approssimazioni

l/R =:1/r kR =:k(r - Ur' r')

e sostituendo nella (13.5) si ottiene:

~ -jkr . ~ -jkr

1= 11 ing~p' JJ (r')eJku,r'dV = 11 ing~p.N
e 1t 2r O s 1t 2r

vs
(13.6)

dove N è il vettore di radiazione delle sorgenti Jo, da cui dipende il campo Eineche le sorgenti
genererebbero nel punto P, in assenza dell' antenna e del òcevitore. Si ha infatti (vedi Equazione 3.6
del Capitolo 7):

.11 e-jkrE. =- J-- [N- (u .N)u ]
me À 2r r r

(il vettore in parentesi è propòo Neue + N<I>u<l»'Osservando che p è ortogonale a Ur, si ha:

Ricavando p . N e sostituendo nella (13.6), si ottiene l'espressione finale di le. .

8.14 Potenza ricevuta

La potenza che giunge al ricevitore dipende dalla potenza disponibile del generatore
equivalente all'antenna. Se l'impedenza d'ingresso del ricevitore è adattata a quella
dell'antenna (Zrie= Zio) la potenza disponibile viene integralmente trasferita al ricevitore.
Normalmente questa condizione viene realizzata e, quindi, la potenza disponibile coincide
con la cosiddetta "potenza ricevuta". 1Dunque, ricordando la (6.4) del Capitolo S, la potenza
ricevuta è data da :

l La potenza ricevuta è minore se l'antenna è disadattata. In questo caso essa viene ricavata utilizzando
una delle espressioni che forniscono la potenza effettivamente erogata dal generatore in funzione della
potenza disponibile (vedi Equazione 6.6 del Capitolo 5).
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(14.1)

D'altro canto il campo incidente può essere espresso in funzione dell' ampiezza e del vettore
di polarizzazione:

dove la fase Xdipende dalla definizione di Pinc.Sostituendo nella (14.1) si ottiene:

Introducendo la densità della potenza incidente

si perviene alla seguente espressione:

(14.2) I

I

I'I
dove:

," ').}
A =A(8, <1» = -g(8, <1»

4n
(area efficace dell'antenna) (14.3)

I,
.'

l!
(fattore di polarizzazione) (14.4)

Dalla discussione riportata in fondo al paragrafo risulta che il massimo valore del fattore
di polarizzazione è 1. Il valore massimo viene ottenuto quando

(condizione di adattamento in polarizzazione)

l'
Il
Il

dove çè una fase arbitraria. Nel caso generale, in cui la polarizzazione dell'onda emessa
dall'antenna è ellittica, il vettore di polarizzazione è del tipo

(
.

) jo
p = PI + JPz e

dove Pl e pz sono vettori (reali) perpendicolari, di lunghezza proporzionale ai semiassi
dell'ellisse di polarizzazione del campo elettrico. La condizione di adattamento in
polarizzazione richiede

I,
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Pertanto l' ellisse di polarizzazione dell' onda incidente (vedi figura) deve essere identica per
orientamento e per eccentricità a quella dell'onda che verrebbe emessa dall'antenna, usata
in trasmissione. I versi di rotazione sono opposti, ma anche le onde si propagano in verso
opposto; dunque i versi di rotazione, riferiti a quelli di propagazione, sono identici. Si può
quindi concludere che la condizione di adattamento inpolarizzazione viene ottenuta quando
la polarizzazione del/' onda incidente è identica a quella dell'onda che l'antenna produr-
rebbe in trasmissione, nella direzione di provenienza dell'onda incidente.

Detto or il versore radiale nella direzione S, 4>il fattore di polarizzazione è nullo se

Pinc =or X p eil;

Infatti, in questo caso risulta:

p . Pinc=or . P X p eil;=O

In questo caso le due ellissi di polarizzazione hanno la stessa eccentricità ma sono motate di
90° l'una rispetto all'altra. Inoltre i versi di rotazione, riferiti a quelli di propagazione. sono
opposti.

Nel caso particolare in cui l'antenna emette in polarizzazione lineare (esempio p =oe)si
ha adattamento se l'onda incidente è pure polarizzata linearmente, nella stessa direzione; se
invece la direzione è quella perpendicolare, la potenza ricevuta è nulla. Ad esempio,
un'antenna a dipolo non riceve se il campo elettrico incidente è polarizzato linearmente in
direzione perpendicolare al dipolo stesso. Nel caso particolare della polarizzazione circolare
la condizione di adattamento richiede che le onde incidente ed emessa siano entrambe
levogire o destrogire; invece la potenza ricevuta è nulla se un'onda è levogira e l'altra
destrogira.

Quando l'antenna è adattata in polarizzazione la potenza ricevuta è pari al prodotto AWinc'
Il prodotto rappresenta la potenza che verrebbe intercettata da una superficie piana di area
pari all'area efficace, perpendicolare alla direzione della radiazione incidente. Dunque si può

completo disadattamento ('t =O)adattamento in polarizzazione ('t = I)

polarizzazione
dell'onda

emessa dall'antenna

polarizzazione
dell'onda
incidente

polarizzazione
dell'onda

emessa dall'antenna

polarizzazione
dell'onda
incidente

Figura 14.1
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affermare quanto segue: quando l'antenna è adattata inpolarizzazione con l'onda incidente
lapotenza ricevuta è massima ed è uguale allapotenza che incide sull'area efficace. Poiché
l'area efficace è proporzionale al guadagno, un'antenna è in grado captare una potenza
maggiore quando l'onda incidente proviene dalle direzioni in cui l'antenna irraggia con
maggiore intensità.

È opportuno sottolineare che l'area efficace non ha alcuna relazione con la sezione
trasversale dell' antenna, tranne che in casi particolari. Ad esempio, un dipolo in mezza onda
molto sottile, pur presentando alla radiazione incidente una sezione trasversale di area
trascurabile, ha in direzione perpendicolare all'asse l'area efficace:

A = 1.64~
41t

'f
I
I

I

Invece in un' antenna parabolica l'area efficace nella direzione dell' asse è prossima all'area
dell'apertura, che a sua volta è uguale alla sezione trasversale che il riflettore presenta alla
radiazione incidente; infatti (vedi Equazione 12.5) si ha:

l"
I

'I:

il:
I,

Nel caso ideale ç=Il' area efficace sarebbe esattamente uguale a quella dell' apertura. In una
simile antenna tutta la radiazione intercettata dal paraboloide (nella direzione dell'asse)
verrebbe riflessa dentro l'illuminatore e la sua potenza verrebbe integralmente trasferita al
ricevitore. In effetti, le antenna paraboliche reali trasmettono al ricevitore solo una parte
(50% - 70%) della potenza che incide sul paraboloide.

Il

'
1.

'
'I . CONDIZIONE DI ADATIAMENTO IN POLARIZZAZIONE I vettori di polarizzazione dell' antenna

e della radiazione incidente, nella direzione S, <1>,possono sempre essere posti nella forma

Il'l'I
-li

p = (uecosX + u$ sinX eilJl')eii Pinc =(ue cos Y + u$ sin Y ei'l''') eix"

Infatti, con opportuna scelta di X e Y (definiti fra Oe 1tI2) e delle varie fasi, si ottengono tutti i possibili
versori complessi, ortogonali alla direzione di propagazione Ur. Sostituendo nella (14.4), si ottiene:

't =cos2X cos2Y + sin2X sin2Y + 2 sinX cosX sin Y cos Y cos('V' + 'l''')

Il

Il

li

Il

I]

Poiché, per definizione, sinX, cosX, sinY, cosY non sono negativi, per ottenere il massimo valore di
't deve aversi 'l''' =-'V'. In questo caso la precedente espressione diviene:

't =(cosX cos Y + sinX sin Y)2 =COS2 (X - Y)

Il massimo ('t =I) viene ottenuto quando Y =X. In conclusione, il fattore di polarizzazione raggiunge
il massimo valore quando:

Pinc =(ue cosX + u$ sinX dlJl') eix" =p* eil;

dove si è posto ç = X"+ x'. .

Il
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8.15 Formula di Friis

Si consideri un collegamento realizzato mediante due antenne, una trasmittente l'altra
ricevente, poste alla distanza d (Figura 15.1).Siano g Ie gz i guadagni delle due antenne nella
direzione della congiungente. Si supponga inoltre che, in questa direzione, le due antenne
abbiano la stessa polarizzazione. Se l'antenna l è alimentata da un trasmettitore di potenza
Ptr la densità di potenza incidente sull'antenna 2 è:

Se il ricevitore è adattato all'antenna 2la potenza ricevuta è:

Tenendo conto delle relazioni fra l'area efficace e il guadagno, il rapporto fra la potenza
ricevuta e la potenza trasmessa è dato da:

(formula di Friis) (15.1)

È evidente l'importanza della formula di Friis nello studio dei collegamenti radio.

. La formula di Friis suggerisce un semplice metodo per misurare il guadagno di un'antenna. Si
pongono due antenne uguali una di fronte al1'altra, orientandole in maniera da ottenere il massimo
rapporto fra la potenza ricevuta e quel1atrasmessa. In queste condizioni il guadagno delle due antenne
nel1a direzione del1a congiungente è gx. Dal1a (15.1) si deduce immediatamente;

(15.2)

Pertanto misurando la distanza e il rapporto fra la potenza ricevuta e quella trasmessa si determina il
guadagno. La misura dovrebbe essere effettuata nello spazio libero, in assenza di ostacoli. In pratica
essa viene eseguita in un locale dotato di ~eti_a~orbeEti (camera anecoica).

J . - - - - - - - - - - _d-- - - - - - - - - -. "'-
'frastn.~ ~ Ric.gl gz,

Figura15.1
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Si osserva pure che facendo ruotare su se stessa l'antenna 2 e registrando la potenza ricevutain
funzione della posizione si ottiene un diagramma proporzionale alla funzione gz =gz(8,~).Aparte
la normalizzazione, esso rappresenta il diagramma di radiazione dell'antenna 2.

Per effettuare questa misura le antenne devono essere poste nella zona di radiazione l'una dell'altra.
In alcuni casi questo richiederebbe camere anecoiche di dimensioni eccessive e le misurenonpossono
esserefattecosìsemplicemente. .

I.

I~

lin

111

Il
"
li
Il

L
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Approssimazioni ottiche

Molti dei problemi che in pratica si presentano nello studio delle onde elettromagnetiche
sono troppo complicati per essere risolti esattamente. In questi casi bisogna accontentarsi di
soluzioni approssimate. Questo capitolo tratta alcuni metodi che permettono di studiare la
propagazione quando la lunghezza d'onda è molto piccola rispetto a tutte le lunghezze che
caratterizzano il problema da risolvere. Questa situazione si presenta quasi sempre in Ottica
e, per questo, le soluzioni ottenute con questi metodi vengono dette "approssimazioni
ottiche". L'importanza delle approssimazioni ottiche è però rilevante anche a frequenze
molto più basse, in diverse problematiche riguardanti le antenne o la propagazione delle
radioonde in mezzi naturali a indice di rifrazione lentamente variabile, come l'atmosfera
terrestre o la ionosfera.

Il campo in una regione priva di sorgenti è determinato dalle condizioni al contorno e
dipende dalla frequenza, che appare nelle formule come un parametro. Se questo parametro
tende all'infinito ovvero - che è lo stesso - se la lunghezza d'onda tende a zero, le variazioni
di fase tendono a divenire sempre più rapide mentre l'ampiezza, la polarizzazione e le
superfici equifase tendono ad un certo andamento limite. L'approssimazione ottica più
drastica di tutte consiste nell' approssimare gli andamenti reali con quelli limite. Il metodo
che permette di determinare tali andamenti è quello dell'Ottica Geometrica (OG), la cui
utilità nella progettazione degli strumenti ottici più comuni è ben nota. L'OG, sviluppata
come scienza indipendente molto prima della scoperta dell'Elettromagnetismo, era inizial-
mente fondata su un suo postulato fondamentale, il "principio di Fermat". È molto utile
dedurre l'OG dalle Teoria Elettromagnetica, sia per inquadrarne le leggi in un contesto
generale, sia per comprenderne i limiti di applicabilità. All'OG sono dedicati i primi otto
paragrafi di questo capitolo.

In molti casi 1'0G porta a prevedere certe discontinuità o singolarità del campo laddove
nella realtà si hanno rapide variazioni continue opicchi di intensità finita. Queste discrepanze
dalle previsioni dell' OG vengono dette "fenomeni di diffrazione". Per studiare la diffrazione,
bisogna considerare approssimazioni più sofisticate di quelle dell'OG; esse risultano
dall'applicazione di vari metodi, il cui studio è oggetto della cosiddetta "Teoria della
Diffrazione" .

Già molto tempo prima della scoperta dell 'Elettromagnetismo l'osservazione dei fenome-
ni di diffrazione aveva portato a sviluppare la teoria ondulatoria della luce, il cui postulato
fondamentale era costituito dal "principio di Huyghens". In base a tale principio era stata
costruitaunateoriadelladiffrazionecheinmolticasiforniscerisultatiinottimoaccordocon f

l'esperienza. Alla luce della Teoria Elettromagnetica, l'uso del principio di Huyghens viene
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giustificato se si prende lo spunto dal metodo delle sorgenti equivalenti di cui si è discusso
nel Capitolo 7. Nel Paragrafo lOviene discussa l'applicazione di questo metodo allo studio
della diffusione di un'onda che incide su di un corpo metallico (approssimazione della
"Ottica Fisica"). Le formule del campo generato da un'apertura, che come si ricorderà
dipendono dal metodo delle sorgenti equivalenti, vengono utilizzate negli ultimi tre paragrafi
per studiare la diffrazione di una fascio focalizzato e la propagazione dei cosiddetti "fasci
gaussiani", che sono approssimazioni ottiche di particolare importanza per lo studio dei laser.

9.1 L'Ottica Geometrica comeconseguenza della Teoria Elettromagnetica

Nello studio delle approssimazioni ottiche vengono dette "lentamente variabili" le funzioni
delle coordinate che variano apprezzabilmente solo su distanze molto maggiori della
lunghezza d' onda ~. L' OG permette di studiare in modo semplice la propagazione di onde
in cui l'ampiezza, la polarizzazione e il vettore di propagazione sono funzioni continue e
lentamente variabili delle coordinate. Si suppone che il mezzo sia isotropo, senza perdite e
che l'indice di rifrazione (n) sia costante o lentamente variabile. l L'ipotesi di lenta variabilità
è tanto meglio verificata quanto minore è la lunghezza d'onda.

,I
IPOTESIBASILARI L'approssimazione dell'OG è sostanzialmente basata sul fatto che le
onde considerate sono localmente assimilabili ad onde piane uniformi. Infatti, nell'ipotesi
di lenta variabilità, l'ampiezza, la polarizzazione, il vettore di propagazione e l'indice di
rifrazione sono pressoché costanti in qualsiasi regione di dimensioni paragonabili alla
lunghezza d'onda. Poiché nelle onde piane uniformi l'unica quantità che dipende dalla
frequenza è la fase (che è proporzionale a k =nro/c),per sottolinearel'analogiacon le onde
piane uniformi i campi vengono rappresentati mediante espressioni del tipo

Il

Il

H =he -jkoL (ko = roIc = 21C/~) (1.1)

dove L è una funzione reale della posizione, detta "iconale", e i vettori e, h, VL sono
lentamente variabili. Se le proprietà locali dei campi fossero identiche a quelle che si hanno
in un'onda piana uniforme, e, h, ed L, dovrebbero essere indipendenti da ko. Però questa
ipotesi è presumibilmente verificata solo per valori sufficientemente elevati di ko, perché
solo nel caso limite ko ---700la lunghezza d'onda tende a zero e le ipotesi di lenta variabilità
possono essere pienamente giustificate. Volendo considerare valori finiti della lunghezza
d'onda, conviene fare l'ipotesi -menobrutale-cheivettorieeh,dipendanoinqualchemodo
da ko, mediante espressioni del tipo:

e(r, ko) = eo(r)+ kOle](r)+ kozez(r)+ ...

h(r, ko) = ho(r) + kOlh](r) + kozhz(r) + ...

(1.2a)

(1.2b)

l In questa trattazione si suppone che il mezzo sia amagnetico e che, quindi, le sue caratteristiche siano
completamente descritte dall'indice di rifrazione n = E'II2.Questa ipotesi, quasi sempre verificata, è in
realtà inessenziale e viene fatta solo per non appesantire inutilmente le formule.
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La fonna di queste espressioni presuppone che e e h siano sviluppabili in serie di potenze di
kQ)ed è suggerita dal fatto che la dipendenza da ko deve essere tanto meno sentita quanto
maggioreè ko. .

EQUAZIONE DELL'ICONALE, EQUAZIONI DEL TRASPORTO, RELAZIONI FRA I VETTORI

(1.2) Sostituendo le (1.1) nelle equazioni di Maxwell

v x E = - jroJ.loH

e nelle equazioni alle divergenze

V.J.loH=O

dopo semplici passaggi si ottiene:

2

hxVL-~e=jk(jlVxh
. 110

(1.3a)

ex VL+lloh =jk(jl Vx e (1.3b)

e. VL =-jk(j) (V .e+ 2e. Vlnn) (1.3c)

(1.3d)

Inoltre, ricavando h dalla (1.3b) e sostituendo nella (L3a), dopo semplici ma tediosi passaggi
si ottiene:

(IVLl2 -n2)e+ jk(j) [2(VL. V)e+ 2(e;Vlnn)VL + eV2L]-

k(j2 [V2e + 2V (e. Vlnn)] = O

Sostituendo la ( 1.2a) in quesf ultima equazione il primo termine assume la forma di una serie

di potenze di kQ).Poiché l'equazione deve essere verificata indipendentemente dal valore di
ko, i coefficienti delle varie potenze devono essere nulli.Cosi si ottengono le seguenti
equazioni: .

(IVLl2-n2)eo =0'

(IVLl2 -n2)e) + j[2(VL. V)eo + 2(eo' Vlnn) VL+ eoV2L] =O

(IVLl2 -n2)e2 + j[2(VL. V)e) + 2(e) . Vlnn)VL + e)V2L]-

[V2eo +2V(eo' Vlnn)] = O
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(IVU2 -n2)em + j[2(VL. V)em-I + 2(em-1 . Vln n) VL + em-IV2L]-

[V2em-2 +2V(em-2 .Vlnn)]=O

Perché la prima di queste equazioni possa essere verificata con eo *-Odeve aversi:

IVLI=n (equazione dell'iconale) (lA)

Pertanto in tutte le altre equazioni il primo termine è nullo ed esse assumono la forma:

2(VL. V)eo + 2(eo' Vlnn)VL +eo V2L =O

2(VL. V)em +2(em' Vlnn)VL+em V2L =

=-j[V2em-1 +2V(em-I.Vlnn)]

(1.5a)

(m =l, 2, ...) (1.5b)

Queste relazioni prendono il nome di "equazioni del trasporto".
Le relazioni che intercorrono fra i vettori ho, h], ...e i vettori eo, el, ... risultano dalle

equazioni che si ottengono sostituendo le (1.2)nelle (l.3a, b) e uguagliando i coefficienti
delle potenze di ugual grado in ki/. Si vede immediatamente che tali equazioni sono le
seguenti:

(l.6a)

(1.6b)

(1.7a)

(m =1,2, ...)

(1.7b)
Il

Il

In particolare le (1.6b) e (l.7b) permettono di determinare ho, h" ... se sono già noti eD'
el, ....

Il

Il
Il

L'APPROSSIMAZIONEDELL'OTTICAGEOMETRICA In linea di principio le equazioni (104),
(1.5), (1.6) e (1.7) permettono di determinare l' iconale e i vettori e, h, ma il procedimento
che per stadi successivi porta alla determinazione di em, hm (m ~ 1) è chiaramente molto
laborioso.

Nell'approssimazione dell'Ottica Geometrica, il procedimento viene semplificato
drasticamente supponendo che il valore di ko sia tanto elevato da permettere di ignorare
nelle (1.2) tutti i termini, tranne eo e ho. Dunque nell'OG si assume che le onde abbiano la
formaI~

Il

Il

I
I."..
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E = e e- jkoLO ( 1.8)

dove L, eo, ho soddisfano le (1.4), (1.5a) e (1.6).

ANALOGIA FRA LE ONDE DELL'OG E LE ONDE PIANE UNIFORMI Nelle onde (1.8) le

superfici equifase coincidono con le superfici a iconale costante (Figura 1.1) e la propagazio-
ne avviene nella direzione del versore u, normale alle superfici L = cost. e orientato nel verso
crescente di L. Poiché per l'equazione dell'iconale si ha:

V'L = IV'LI u = nu ( 1.9)

il vettore di propagazione è

(1.10)

e quindi la velocità di fase è

O) c
v=-=-

~ n

proprio come nelle onde piane uniformi. Inoltre sostituendo la (1.9) nelle 0.6) si trova
immediatamente

E=11Hxu H=uxE
11

( 1.11)

superfici equifase (L =cost.)

.

Figura1.1
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cioè la stessa relazione che vale nelle onde piane uniformi. Anche le onde (1.8) sono di tipo
TEM, perché le (1.11) indicano che sia E che H sono ortogonali a o.

POTENZAEDENERGIA,RAGGI Come nelle onde piane uniformi la densità di potenza è data
da

!

le 12
o o

S= ExH* = 211
2 Ihl

11-02

(1.12a)

(1.12b)

Pertanto, nell' approssimazione dell' OG, le onde trasportano l'energia nella stessa direzione
(o) in cui si propagano. Le linee di flusso della densità di potenza, dette "raggi", hanno un
ruolo fondamentale nell'OG. Secondo le (1.12) i raggi sono perpendicolari alle superfici ad
iconale costante (vedi Figura 1.1). .

Nell'approssimazione dell'OG le densità di energia elettrica e magnetica sono uguali.
Infatti

"
e, a causa delle (1.11), risulta:

CONSERVAZIONEDELL'ENERGIA L'approssimazione dell'OG sarebbe inaccettabile se
essa portasse a risultati contrastanti con il principio di conservazione dell'energia. Per i
campi monocromatici in zone prive di sorgenti tale principio è espresso in fonna differen-
ziale dalla seguente espressione (vedi Equazione 8.1, Capitolo 1):

Poiché nell'OG la differenza fra le densità di energia è nulla, il principio di conservazione
è verificato se V' . S =O,ossia, a causa della (1.12a), se risulta:

(1.13)

II
I I

D'altro canto, nell'OG l' andamento di eoè governato dall' equazione del trasporto (1.5a), che
in virtù della (1.9) può essere posta nella fonna

1
(no. V)eo + no(eo' Vlnn)+ eo-V. no =O2 (1.14)
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fascio di raggi

passanti per S

o

~
~

~
~,

Figura 1.2

Le successive considerazioni mostrano che, in effetti, l'equazione del trasporto implica la
(1.13). Dunque l'OG è in accordo con il principio di conservazione dell'energia.

. Moltiplicandoscalarmentela (l. 14)per eòe osservandoche eò . u =(eo . u)* =O, risulta:

l
e~' (nu. V)eo +Iel-V. nu=O2

Considerando l'equazione ottenuta prendendo i coniugati e sommandola alla precedente si ottiene:

e~' (nu. V)eo +eo .(nu. V)e~ + lelV. nu=O

D'altro canto, per la regola di differenziazione dei prodotti si ha

e~'(nu.V)eo+eo'(nu.V)e~ = (nu.V)(e~' eo)=nu.Vlel

Si ha quindi:

nu.Vlel+lelV.nu=O

Questa equazione corrisponde alla (1.13) a causa dell'identità (A.26). .
FASCIDI RAGGI Si dice "fascio" l'insieme dei raggi che attraversa una stessa superficie
S (Figura 1.2). Un sistema di curve che riempie una regione dello spazio, in modo tale che
in generale ogni punto sia attraversato da una sola curva, viene detto "congruenza". Se esiste
una famiglia di superfici che tagliano le curve ortogonalmente la congruenza viene detta
"normale". I fasci sono congruenze normali, perché i raggi sono tagliati ortogonalmente
dalle superfici equifase (L =cost.).

Poiché i fasci sono tubi di flusso del vettore S, grazie al principio di conservazione
dell' energia si può affermare che la potenza che fluisce in unfascio è uguale in tutte le sezioni
trasversali.

9.2 Tracciamentodei raggi

Si voglia studiare la propagazione di un'onda trattabile mediante l'OG, quando siano note
l'ampiezza e la polarizzazione del campo (ad esempio di quello elettrico) su una certa
superficie equifase So (Figura 2.1), e quando sia assegnato il verso di propagazione. Per
ipotesi, il campo è tangente a So ed è lentamente variabile perché, se così non fosse, l'onda
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raggio

n =n(x,y,z)

y

I

:1

I

l'

Figura 2.1

non potrebbe essere trattata con l'OG.) Ciò che si richiede è la determinazione della fase,
dell'ampiezza e della polarizzazione del campo al di là di So. Nel Paragrafo 4 si vedrà che
il problema può essere risolto facilmente se è nota la geometria dei raggi uscenti da So.
Pertanto il tracciamento preliminare dei raggi ha importanza fondamentale.

Su di un generico raggio (vedi Figura 2.1) si consideri un' ascissa s, presa a partire da So
nel verso di propagazione e sia r =r(s) la posizione del raggio all' ascissa s. Il versore u =u(s)
è tangente al raggio e quindi è dato evidentemente da

I~ dr
u=-

ds
(2.1)il

il

il

:Ii

Utilizzando questa espressione assieme all'equazione dell'iconale si trova la seguente
equazione differenziale:

\
I

i

"

!'
I

~ (n dr )= V'n
ds ds (equazione dei raggi) (2.2)

. Infatti: l 2 l 2 lVn.=-Vn =-VIVLI =-V(VL.VL)=
2n 2n 2n

l d d
(

dr
)=-(VL.V)VL=(u.V)nu=-(nu)=- n-

n ds dsds
.

La (2.2) permette di determinare il raggio una volta che sia assegnato il suo punto di partenza
reO) e la sua direzione iniziale

I Questo implica che i raggi di curvatura della superficie So sono molto maggiori della lunghezza d'onda;
infatti, in caso contrario, la direzione del campo varierebbe troppo velocemente.

,Il
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(
dr

) =u(O)
ds O

Infatti, indicando con x =x(s), y = y( s), z = z(s) le coordinate del punto r e proiettando la (2.2)
sugli assi, si ottiene il sistema di equazioni differenziali ordinarie:

~ (n(x,y,z) dX)= dn(x,y,z)
ds ds dX (2.3a)

~ (n(x,y,z) dY)= dn(x,y,z)
ds ds dy (2.3b)

~ (n(x,y,z) dZ)= dn(x,y,z)
ds ds dZ (2.3c)

La soluzione di questo sistema è univocamente determinata essendo note le condizioni
iniziali

X(O),y(O),Z(O), (
dX

) ,(dY), (
dZ

)ds O ds o ds o

Nel caso di un mezzo con indice di rifrazione che varia con legge arbitraria la soluzione
del sistema deve normalmente essere trovata per via numerica.) Soluzioni analitiche sono
possibili solo quando n varia con certe leggi particolari, come quelle considerate nel
paragrafo successivo. Nel caso in cui l'indice di rifrazione è costante (mezzo omogeneo) la
soluzione è invece semplicissima. Infatti, in questo caso, le (2.3) si riducono alle seguenti
equazioni

da cui, integrando due volte, risulta immediatamente:

x =(
dX

) s + x(O)
ds O

=(dY) s+y(O)
y ds o

=(
dZ

) s+z(O)
z ds o .

ovvero:

r =u(O) s + r(O)

I Sono disponibili algoritmi molto efficienti per la soluzione numerica dei sistemi di equazioni
differenziali ordinarie, ad esempio l'algoritmo di Runge-Kutta, e l'algoritmo "Predictor-Corrector".
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n costante

Figura 2.2

Questa equazione rappresenta una retta passante per reO) e diretta come u(O), cioè in
direzione normale alla superficie So; dunque in un mezzo omogeneo i raggi sono rettilinei
(Figura 2.2).

I raggi si incurvano se l'indice di rifrazione è variabile. Come è noto dalla Geometria si
ha:

du

ct;=-Xun

I
Il.
I:
l,
'

l

'

..

I

l'

dove un è il versore normale al raggio e Xè la curvatura (Figura 2.3).
Trasformando la derivata di u mediante i passaggi riportati in fondo al paragrafo, si ottiene:

- Xun = U X (V' In n x u ) (2.4)

l'
I.

li

1\:

'
1

11

Il

Il
'Ii

Il vettore al secondo membro è la proiezione di V'In n sul piano normale al raggio. La sua
direzione, fra quelle normali al raggio, è quella in cui si ha la massima variazione dell'indice
di rifrazione. Il verso è quello in cui n cresce. Pertanto si può affermare che in un mezzo ad
indice di rifrazione variabile i raggi si incurvano verso le zone apiù alto indice di rifrazione.
A titolo di esempiQ,la Figura 2.4 rappresenta l'andamento qualitativo dei raggi emergenti
da una superficie equifase sferica in un mezzo in cui l'indice di rifrazione ha l'andamento
trapezoidale indicato. I raggi si incurvano solo nelle zone in cui l'indice di rifrazione varia.
È interessante osservare che, a causa di questo effetto una parte dei raggi rimane intrappolata
nella zona a più alto indice di rifrazione.

111

Il

l,

I
I

~1/X'"

'I

li
r
il'
I.

1I1"
Il

Figura 2.3
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x

O'

Figura 2.4

Nel caso considerato nella Figura 2.4, So può' essere un fronte d'onda sferico collocato
nella zona di radiazione di una sorgente posta in O (nella zona di radiazione il campo soddisfa
tutte le condizioni richieste per applicare l'OG). Se il mezzo mantenesse ovunque l'indice
di rifrazione uguale a quello che si ha nella zona centrale, i raggi sarebbero rettilinei, come
del resto risulta da quanto si è visto nello studio della radiazione in un mezzo omogeneo
(propagazione dell' energia in direzione radiale). L' OG permette di seguire la propagazione
anche nella zona ad indice di rifrazione variabile, dove la teoria del Capitolo 7 non è più
applicabile.

. DEDUZIONE DELLA (2.4) Si ha:

dn I I
-xn =-= (noV)n =-V(non)-nxVxn=-V(l)-nxVxn=-nxVxnn ds 2 2

dove è stata usata l'identità (A.25). Si prosegue utilizzando la relazione n =(V L)/n:

-xnn =-nxVx(;VL )=nX[VLxV(l/n)]=

=nx[~VLx (-Vlnn)] = nx[nx (-Vlnn)]= nx (Vlnn x n)

9.3

.

Raggi in un mezzo stratificato

In questo paragrafo si considera un mezzo in cui l'indice di rifrazione varia secondo una sola
direzione (asse z, vedi Figura 3.1). Un mezzo di questo genere viene detto "a stratificazione
piana". In un mezzo siffatto è possibile risolvere analiticamente (almeno in maniera formale)
l'equazione dei raggi. Per ragioni di simmetria i raggi giacciono su piani paralleli all'asse z.
È quindi lecito assumere che il piano su cui giace il raggio che si desidera stUdiare sia il piano
xz.
Poichédn/dX=Odalla (2.3a) risulta:
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z

n= n(z)

z

- - - - - - - - -
Zo

x
o x

Figura 3.1

~n dx =O
ds ds

ovvero:

dx C- -
ds n (C =costante d'integrazione)

Indicandocon e l'angolo che il raggio forma con l'asse z, si ha sine = dx/ds, così che
l'espressione precedente diviene:

n sine =C (3.1)

Pertanto, se è noto che il raggio passa con inclinazione eo per il punto (xo, zo), la costante
d'integrazione è

C =nosineo (3.2)

dove no=n(zo). Quindi risulta:

n sin e = no sin eo (legge di Snell generalizzata) (3.3)

In base alla (3.1) si può affermare che le regioni in cui n < C sono inaccessibili al raggio,
poiché sine non può superare l. Così, nel caso indicato nella Figura 3.2a nessuna regione è
inaccessibile, nel caso di Figura 3.2bè inaccessibile la regione al disopra di z', mentre nel caso
di Figura 3.2c sono inaccessibili le regioni esterne all'intervallo (z', z"). Quando il raggio
raggiunge il limite di una regione inaccessibile risulta

n=C sine= l e=1t/2
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z

zo
.--------------------

..

x 1
1
1

c~
(no sin 30°) 1

1
1
1
1

8
z

- - - - - - - - - - - - - ----- ------
z'

1
1
1

- -1- - - - - - - - - - - ZOI"

x' x I
I
I
I

C-I

(n ° sin45°) 1
I
I
I

Z

I
1

I

~ ~

I '"

I I
- - - - - -I- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - Zo

xo x' ~--~--
z"

----

.

G C-I
(n" sin 60°)

Figura 3.2
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o

n(z)
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In queste posizioni il raggio diviene orizzontale e la sua pendenza cambia segno, come
mostrato nella Figura 3.2b, c.

La pendenza del raggio è data da

dx e :tsine :tI
- - tg - -
dz - - .Jl- sin2e- .Jsin-2e-l

dove il segno positivo vale nei tratti ascendenti (O < e < 1t/2), quello negativo nei tratti
discendenti (1t/2< e < 1t).Pertanto, ricavando sine dalla (3.1) e sostituendo nella precedente
espressione si ottiene:

(3.5)

Nel caso di Figura 3.2a, in cui la pendenza rimane sempre positiva, l'equazione (3.5) vale,
con il segno positivo, per tutti i valori di z. Pertanto integrando si ottiene

(3.6)

Questa espressione descrive il raggio nella forma x =x(z).
Nei casi di Figura 3.2b, c la (3.6) descrive il raggio fino al punto in cui la pendenza cambia,

cioè fino a z =z'o In questo punto x assume il valore:

(3.7)

,
Il

In entrambi i casi, per ottenere l'equazione del raggio alla destra di x' si considera il punto
(x', Z')come punto di partenza e si integra la (3.5) prendendo il segno negativo, perché il
raggio discende. Si ottiene

(3.8)

dove il segno negativo è stato eliminato invertendo i limiti d'integrazione. Nel caso di Figura
3.2b questa formula vale per qualunque valore di x maggiore di x' perché il raggio continua
a scendere indefinitamente. Pertanto in questo caso essa descrive l'intero raggio alla destra
di x'. Invece, nell' esempio di Figura 3.2c, essa vale fino a quando zraggiunge z". Ciò avviene
nel punto di ascissa:
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(3.9)

Superato x" il raggio riprende a salire, con andamento simmetrico rispetto al ramo
discendente. Il raggio rimane intrappolato e oscilla periodicamente nella fascia compresa fra
z' e z", con periodo pari a 2(X"- x').

9.4 Variazioni di fase, d'ampiezza e di polarizzazione lungo i raggi

Tracciati i raggi si pone il problema di determinare l'ampiezza, la polarizzazione e la fase dei
campi

H= uxE
110/n

Conviene introdurre il vettore di polarizzazione

e la cosiddetta "ampiezza d'onda", definita dalla radice del modulo della densità di potenza:

Così i campi sono espressi come segue:

~n 'k
H=uxp -ae-J oL

110
(4.1)

La densità di potenza è data semplicemente da

S =a2 u (4.2)

L' iconale, l'ampiezza d'onda e la polarizzazione sono assegnate sulla superficie equifase So.
Per determiname i valori al di là di So basta conoscere le leggi con cui esse variano lungo i
raggi; infatti, note queste leggi, l'iconale, l'ampiezza d'onda e il vettore di polarizzazione in
un generico punto A' (Figura 4.1) possono essere dedotti dai valori nel punto A da cui parte
il raggio passante per A'.

DETERMINAZIONEDELL'ICONALE Detta s l' ascissa del punto A', presa sul raggio a partire
da A, si ha evidentemente:
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s

A'

Figura 4.1

s s

L A' - L A =f :~ dI;= fU' V L dI;O O

dove LAe LA'sono i valori dell'iconale nei punti considerati e l;indica un generico valore
dell'ascissa, nell'intervallo (O,s).Utilizzando la (1.9) si trova

s

LA' = LA + f n(l;) dI;
O

(4.3)

I

l

L'integrale dell' indice di rifrazione lungo un raggio viene detto "cammino ottico". Pertanto
il valore del!' iconale nelpunto A' viene ottenuto sommando al valore del!' iconale nelpunto
A il cammino otticofra A e A'.
Il calcolo è semplicissimo nel caso di un mezzo a indice di rifrazione costante, dove i raggi
sono rettilinei. Infatti in questo caso la (4.3) si riduce all'espressione:

(4.4)

DETERMINAZIONEDELL'AMPIEZZAD'ONDA Si consideri un fascio di sezioneinfinitesima

preso intorno al raggio passante per A' (Figura 4.2) e siano d,Q e dQ' le sezioni trasversali del
fascio in corrispondenza di A e di A'.

dQ'

dQ
r,

A A'

Figura 4.2
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Poiché la potenza che attraversa dO.'è uguale a quella che attraversa dO.si ha

(8. u)A dO.=(8,u)A' dO.'

ovvero, per la (4.2):

ai dO.= ai, dO'

dove aAe aA'sono le ampiezze nei punti considerati. Si ha quindi:

aA' =~DA'A aA (4.5)

dove

dO.

DA'A = dO.'
(fattore di divergenza) (4.6)

Il fattore di divergenza dipende dall' andamento dei raggi in prossimità di quello considerato.
L'ampiezza cresce se il fascio si restringe, decresce se il fascio si allarga.

Le successive considerazioni mostrano che in un mezzo ad indice di rifrazione costante
il fattore di divergenza dipende solo dalla posizione dei centri di curvatura di So nel punto
A.I Si consideri un fascio divergente come quello indicato nella Figura 4.3a; esso è costituito
da raggi prossimi al raggio AA' per il quale si vuole determinare il fattore di divergenza.
L'elemento dO.da cui emerge il fascio è un rettangolo infinitesimo i cui lati AB e AD sono
elementi delle linee principali di Sopassanti per il punto A. A meno di infinitesimi di ordine
superiore, tali elementi, possono essere considerati come archi di circonferenza con centri
nei punti al e O2 (centri di curvatura di SO).2Le distanze

sono i raggi di curvatura della superficie So nel punto A. I punti A', B', C', D'
appartengono ad una superficie equi fase posta a distanza s da quella di riferimento, e
gli archi A'B' e A'D' sono elementi delle linee di massima e minima curvatura di ta-
le superficie. I loro centri coincidono con 01 e O2, così che i raggi di curvatura del-
la superficie equifase passante per A' sono dati da aiA' = R) + s e °2A' = R2 + s. Si
ha evidentemente:

I Fra le lineeche possonoessere tracciate su unasuperficie curvaesistono generalmentedue sottoinsiemi
caratterizzati d'all'avere in ogni punto la massima o la minima curvatura. Le linee dotate di questa
particolarità vengono dette "linee principali". Le linee principali si incrociano perpendicolarmente. I
loro raggi di curvatura sono detti "raggi di curvatura della superficie"; analogamente i loro centri di
curvatura sono detti "centri di curvatura della superficie". I due centri di curvatura giacciono sulla retta
normale alla superficie e sono generalmente distinti.

2 Nella Figura 4.3 01 e O2 sono distinti (fascio "astigmatico"), ma potrebbero coincidere (fascio
"omocentrico").
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a b

Figura 4.3

AD = OzA =~
A'D' OzA' Rz+s

Poiché dQ = AB AD e dQ' = A' B' A' D' risulta:

Nel caso del fascio convergente indicato nella Figura 4.3b i centri di curvatura sono
posizionati davanti alla superficie So'contrariamente a quanto avveniva nel caso precedente.
Ripetendo i precedenti passaggi si trova:

~!
IJ

Il,.

!i

Una fonnula analoga alle precedenti può essere determinata quando i centri di curvatura
stanno da parti opposte rispetto a So (ciò avviene quando So è confonnata a "sella").

È possibile esprimere il fattore di divergenza mediante una fonnula generale introducendo
le ascisse di °1 e di Oz, date da sI =:t R1 ' Sz=:t Rz, secondo che i centri di curvatura siano
posizionati avanti o dietro la superficie di riferimento. Si ha la seguente espressione, valida
sia per fasci convergenti che divergenti:

(4.7)

In definitiva, in un mezzo omogeneo, la relazione fra le ampiezze d'onda nei punti A e A'
è la seguente:

"

111

(4.8)
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È interessante osservare che, nei fasci convergenti, DA'Adiverge quando la sezione dQ'
siannulla. Questo accade adesempio nei punti O) e °2 di Figura 4.2b. In questi punti il campo
dovrebbe raggiungere un'intensità infinita, cosa che è palesemente in contrasto con le ipotesi
di lenta variabilità di eoe ho. Pertanto, in prossimità di questi punti i risultati dell'OG sono
certamente errati.

Nel caso generale, considerando anche la possibilità che l'indice di rifrazione sia variabile,
l'espressione che collega le ampiezze nei punti A e A' è la seguente:

s

-~fVoUd1;
aA' = e o aA

(4.9)

Questo risulta dalla seguente dimostrazione.

. Partendo dalla relazione V . S = V . (a2 u) = Osi ottiene:

Ad una generica ascissa l;presa sul raggio si ha u o V In a =aOn a)/al;. Pertanto:

.!. V . u + a In a = O
2 al;

Integrando fra Oed s si ottiene la seguente espressione da cui si deduce immediatamente la (4.9):

.

DETERMINAZIONEDELLAPOLARIZZAZIONELo studio dell'andamento del vettore di
polarizzazione lungo un raggio deve essere basato sull' equazione del trasporto (1.14). Esso
è semplice nel caso di un mezzo omogeneo (vedi dimostrazione in fondo al paragrafo). Si
trova che in un mezzo omogeneo lapolarizzazione non varia quando ci si sposta lungo i raggi
(Figura 4.4a).

Lo studio della polarizzazione lungo un raggio che attraversa un mezzo a indice di
rifrazione variabile è più complicato. Pertanto ci si limita a fornire il seguente risultato: se
il raggio è una curva piana l'ellisse di polarizzazione rimane immutata nel riferimento
costituito dalla normale al raggio e dalla normale al piano (Figura 4.4b). Questo è ciò che
avviene, ad esempio, in un mezzo a stratificazione piana.

. DIMOSTRAZIONE Nel caso di un ~ezzo omogeneo la (1.l4) assume la forma:

,o
!

o..

"
,, "
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a

rigura 4.4

Ponendo eo =~2TJo/n ap e osservando che ad una generica ascissa ~si ha

risulta:

dap +!C\7.u)ap=O
d~ 2

La soluzione di quest'equazione è:

,

-H V.udç
aA'pA' =e () a Ap A' =a A' p A

II1
I

ill

(nell'ultimo passaggio si è usata la (4.9». Pertanto risulta PA'=PA' .
il
I 9.5 Riflessione e rifrazione dei raggi

~

L'OG può anche essere utilizzata per studiare la riflessione e la trasmissione di un'onda
sulla superficie di un corpo dielettrico (o anche la riflessione su di un corpo conduttore).
Perché questo sia possibile è necessario che i raggi di curvatura della superficie
riflettente siano molto più grandi della lunghezza d'onda, in modo da poter assimilare
localmente la superficie a un piano. Appare lecito assumere che - localmente - l'onda
incidente si rifletta e si trasmetta con le stesse modalità delle onde piane uniformi (Figura
5.1a). In base a questa ipotesi, a ogni raggio dell' onda incidente viene fatto corrispondere
un raggio riflesso e un raggio trasmesso, applicando localmente la legge della riflessione
e la legge di Snello Così a un fascio di raggi incidenti viene fatto corrispondere un fascio
di raggi riflessi e un fascio di raggi trasmessi (Figura 5.1 b). Perché il procedimento abbia
senso è necessario che i fasci così ottenuti possano essere associati a onde e che, quindi,
essi costituiscano congruenze normali (vedi Paragrafo l). Si può mostrare che i fasci
riflesso e trasmesso godono effettivamente di questa proprietà (teorema di Malus-
Dupin).

È opportuno sottolineare che l' OG non permette di determinare l'onda trasmessa
dentro un conduttore (perché essa non vale nei mezzi dissipativi) o quella trasmessa
dentro un dielettrico quando l'angolo d'incidenza supera l'angoio limite (perché l'onda
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onda trasmessa

onda incidente

a

fascio trasmesso

fascio incidente

b

Figura 5.1

di superficie che si ha in questo caso non soddisfa le condizioni di lenta variabilità). Però,
anche in questi casi, l' OG permette di studiare l'onda riflessa con buona approssimazio-
ne.

Il procedimento per calcolare il campo dell'onda riflessa e dell'onda trasmessa (quando
quest'ultima può esser trattata con l'OG) è molto simile a quello visto nel paragrafo
precedente ed è sempre basato sul calcolo delle variazioni del campo lungo i raggi. L'unica
differenza consiste nel fatto che ulteriori variazioni d'ampiezza di fase e di polarizzazione
debbono essere tenute in conto, per considerare l'effetto della riflessione e della trasmissio-
ne. Ad esempio la fase e l'ampiezza d'onda nei punti B e C indicati nella Figura 5.2 sono
ottenuti come segue:

(5. la)

(5.1b)

(5.2a)

(5.2b)

dove tl2 e 1'12sono i coefficienti di riflessione e di trasmissione dati dalle (15.?) e (15.9)
del Capitolo 2 e DBAe DCAsono i fattori di divergenza sui percorsi AA'B e AA'C. E evidente
che essi sono dati da

(5.3)
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n l (costante)

9Z

1_.

nz (costante)

Figura5.2

dove dnA, dnB e d.Qcsono le superfici infinitesime che delimitano agli estremi i fasci di
raggi intorno ai percorsi AA'B e AA'C (vedi figura). Le relazioni (5.1b) e (5.2b) sono ottenute
tenendo conto del fatto che la potenza che entra attraverso d.QAsi ripartisce fra d.QBe dQc
secondo i valori dei coefficienti di riflessione e di trasmissione della potenza, che -è bene
ricordarlo - sono:

!I~

Il
'["
Il

Il

Irll (coefficientedi riflessione) E1.I1'IZlz (coefficiente di trasmissione)
nl

Il
Il
Il
"

I valori di Ir121e di ITlzl dipendono dalla polarizzazione dell'onda incidente (vedi Equa-
zioni 15.7 e 15.9, Capitolo 2).

Il vettore di polarizzazione sui raggi riflessi e trasmessi viene ottenuto tenendo conto delle
trasformazioni di polarizzazione che si hanno sulla superficie del corpo (vedi Equazioni 15.6
e 15.8 del Capitolo 2). Nel caso considerato in figura, in cui la polarizzazione si mantiene
immutata sui percorsi AA', A'B e A'C (nl e nz sono costanti), i vettori di polarizzazione nei
punti A, B, e C differiscono solo per queste trasformazioni.

Nel caso di un corpo perfettamente conduttore l'onda riflessa viene calcolata mediante le
(5.1), ponendo

e trasformando la polarizzazione mediante la (16.4) del Capitolo 2. Così si ha:

(5.4)

dove n è la normale alla superficie riflettente.
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Un caso particolarmente semplice da trattare è quello della riflessione di un fascio
omocentrico da parte di una superficie piana (Figura 5.3). In questo caso, infatti, il calcolo
del fattore di divergenza è facilitato dal fatto che il fascio riflesso è pure omocentrico, con
centro nelpunto O', immagine del centro del fascio incidente. Pertanto il fattore di divergenza
può essere calcolato sul percorso A'B, come se la sorgente fosse posta in O'.
Utilizzando la (4.7) e con i simboli indicati in figura, si ha:

-2
0' A'

DBA= DBA' = (A' B+O' A,)2

Pertanto risulta:

Assumendo che nel punto A la fase sia

(<parbitrario, dipendente dalla sorgente)

per la (5. la) risulta:

Se il fascio omocentrico è prodotto da una sorgente posta in O, e se il punto A giace nella zona
di radiazione (così da giustificare l'uso dell'OG) si ha:

JK
aA=~

o n I (costante)

dI = OP=O'P
- -

do =OA=O'A'

Figura5.3
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dove K è l'intensità di radiazione nella direzione OP (si ricorda che a2 dà la densità di
potenza). Pertanto, sostituendo nelle (4. 1)si trova che, nel punto B, il campo riflesso è dato
da

(5.5)

Il lettore può verificare che, nel caso della riflessione su di un conduttore perfetto, il campo
così ottenuto è identico a quello prodotto dalla sorgente immagine.

9,6 Cenni sui riflettoriparabolici

Un caso di particolare interesse applicativo è quello della riflessione di unfascio omocentrico
proveniente dal fuoco di un riflettore parabolico. Per le proprietà del paraboloide i raggi
riflessi sono tutti diretti parallelamente al suo asse (Figura 6. la) e quindi - nell' approssima-
zione dell'OG - l'onda corrispondente è piana. Al contrario, se sul paraboloide incide
un'onda piana tutti i raggi riflessi convergono sul fuoco (Figura 6. lb).

Come si è detto nel capitolo precedente,l'OG permette di calcolare, seppure in maniera
approssimata, l' illuminazione prodotta sull' apertura dalle antenne paraboliche (Figura 6.2).
Il campo sull' apertura ha dovunque la stessa fase <p,perché i raggi riflessi sono perpendicolari
all'apertura. Pertanto il campo in un generico punto B dell'apertura è del tipo

Il
Il

I
I

(6.1)

Il calcolo di aBe PBrichiede laconoscenza deldiagramma di radiazione e della polarizzazione
del radiatore primario, che si suppongono noti.
Per determinare l'ampiezza d'onda si considera un fascio infinitesimo intorno al percorso
FAB. Indicata con dW la potenza che attraversa il fascio, e con dQB la sua intersezione con
il piano dell'apertura, si ha evidentemente:

.

'-
~- o-F- - - - - - - - - - - - -

'J
a

..

-'.F --UU---

~....
b

Figura 6.]
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B
---..----

z

piano dell'apertura

Figura 6.2

2 - dW

aB - dQB

D'altro canto si ha:

dW = K drn

dove K è l'intensità di radiazione dell' illuminatore nella direzione FA e drnè l'angolo solido
del fascio incidente. Pertanto l'ampiezza d'onda nel punto B è data da:

(6.2)

Il vettore di polarizzazione PBviene determinato trasformando il vettore p Amediante la (5.4).
Il calcolo di drn/dQB e di PB è un problema puramente geometrico, sul quale non è opportuno
soffermarsi.

9.7 Determinazione del profilo di una lente convergente

Come è noto dalla Fisica elementare, lo studio della rifrazione dei raggi è particolarmente
importante per la progettazione delle lenti e per lo studio delle loro proprietà. Non è questa
la sede per addentrarsi in questa problematica l per cui ci si limita a illustrare, a titolo di

I Per una trattazione approfondita delle applicazioni dell'OG allo studio dei sistemi ottici si veda il
Capitolo 7 del trattato: M. Boro, E. Wolf, Principles ofOptics, Pergamon Press, 1975.



358 Capitolo 9

esempio, due metodi per la determinazione del profilo di una lente piano/convessa (Figura
7.1) che focalizza nel punto F (fuoco) un fascio di raggi paralleli all' asse della lente. Il primo
è un metodo basato direttamente sull'uso della legge di Snell; il secondo invece è un metodo
basato sul concetto di cammino ottico.

METODOBASATOSULLALEGGEDISNELL La lente è costituita da un materiale di indice
di rifrazione n e il mezzo circostante è l'aria. Si suppone che la distanza focale f debba essere
molto maggiore della dimensione trasversale della lente, così che i raggi che convergono sul
fuoco siano poco inclinati rispetto all'asse. La superficie convessa è una superficie di
rivoluzione intorno all' asse z, rappresentata in coordinate cilindriche da una certa funzione
z=z(r); tale funzione deve essere determinata in modo tale che un generico raggio, parallelo
all'asse e distjUlter da esso, dia luogo ad un raggio rifratto passante per il fuoco. A causa della
piccola inclinazione dei raggi rifratti gli angoli 91 e 92 sono molto piccoli e si può porre
sin91 :::;91, sin92:::;92. Pertanto, per la legge di Snell si ha:

92 :::;n91

D'altro canto:

r

dz =-tg91 :::;-91:::;- (n-1)fdr

I
!II

Integrando si ottiene:

z=d- 2(n-l)f
(7.1)

dove dè lo spessore della lente in corrispondenza dell' asse.Dunque il profilo della lente deve
essere parabolico. In pratica, grazie al fatto che i valori di r sono piccoli, il profilo può essere
approssimato con una circonferenza di raggio R, pari al raggio di curvatura della parabola
nel vertice. Semplici calcoli forniscono il valore di R:

R =(n - 1)f (7.2)

F

Figura 7.1
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METODODEGLIUGUALICAMMINIOTTICI Le superfici equifase associate ai raggi
convergenti sono sferiche con centro nel fuoco, mentre le superfici equifase associate ai raggi
paralleli sono piani perpendicolari all' asse. Poiché sulle superfici di discontinuità le iconali
delle onde incidente e trasmessa coincidono,' la differenza di fase esistente fra un piano e una
sfera equifase generici sono ottenibili -a meno di una costanteZ-sommando i cammini ottici
lungo un raggio che, partendo dal piano, penetrando nella lente e uscendo da essa, arriva fino
alla sfera. Lo sfasamento trovato deve essere indipendente dal raggio considerato, cosicché
i cammini ottici devono essere uguali per tutti i raggi. Considerando il piano equifase z =O
e una sfera equifase di raggio infinitesimo intorno al fuoco, si conclude che il cammino ottico
da un punto qualsiasi della faccia piana della lente fino al fuoco deve essere costante.
Pertanto, considerando sulla faccia piana il raggio che passa per l'asse e un raggio che passa
alla generica distanza r deve aversi:

ovvero:

(f - z)Z+ rZ=[n(d - z) + f - d]2

Questa è l'equazione esatta del profilo della lente. Essa si riduce alla (7.1) nel caso in cui la
distanza focale è tanto grande da poter trascurare i termini in dZ, zd, zZ rispetto a quelli
contenenti £1.

9.8 Percorsi multipli

In alcuni casi può accadere che due o più fasci provenienti dalla stessa sorgente attraversino
la stessa zona dopo aver seguito percorsi differenti (Figura 8.1). Nella regione d'incrocio il
campo è dato dalla somma dei campi associati ai singoli fasci. Se le polarizzazioni dei fasci
coincidono si ha un effetto d'interferenza. Per determinare il campo in un punto P posto nella
regione considerata, bisogna considerare tutti i raggi che lo attraversano e sommare i campi
calcolati seguendo i percorsi dei vari raggi. Nell' esempio di figura si hanno tre percorsi; uno
lungo il raggio diretto AP, gli altri lungo i raggi A'Q'P e A"Q"P, riflessi dall'ostacolo.3

Un esempio interessante per lo studio dei collegamenti ad alta frequenza è quello illustrato
nella Figura 8.2. Si desidera calcolare il campo prodotto da un'antenna trasmittente, posta
nel punto O all'altezza h, dal suolo, in un punto P posto alla distanza d e all'altezza hz. Si
suppone che le due altezze siano molto minori della distanza e che la polarizzazione del
campo sia orizzontale.

l Le fasi delle onde incidente e trasmessa devono essere uguali sulle interfacce fra mezzi diversi, dovendo
essere verificata la condizione di continuità dei campi tangenziali. Si ricorda che la legge di Snell deriva
da questa condizione.

2 Lo sfasamento dovuto ai coefficienti di trasmissione sulle facce d'ingresso e di uscita è costante, perché
il coefficiente di trasmissione è reale positivo per tutti gli angoli d'incidenza inferiori all' angolo limite.

3 La determinazione dei punti di riflessione non è così semplice come potrebbe apparire a prima vista.
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b
I

Il
I

I ,

Figura 8.1

Il campo è dato da due contributi, quello del raggio diretto e quello del raggio riflesso dal
suolo. I raggi emessi dalla sorgente sono omocentrici, cosicché il calcolo del contributo
diretto può essere fatto seguendo la falsariga degli sviluppi che hanno portato alla (5.5). Si
trova facilmente che il contributo diretto è:

(8.1)

dove K( è l'intensità di radiazione nella direzione di OP. Il contributo del raggio riflesso è
dato dall'espressione (5.5). Poiché la polarizzazione è perpendicolare al piano d'incidenza
il coefficiente di riflessione coincide con r .l' che è molto prossimo a -l (l'incidenza è
radente, vedi Paragrafo 15, Capitolo 2). Quindi il secondo contributo è:

(8.2)

dove K2è l'intensità di radiazione nella direzione di OQ. Il campo totale è dato da E( + E2.
I due contributi hanno la stessa polarizzazione e si ha interferenza, costruttiva o distruttiva,
secondo la differenza dei cammini ottici.

aria
o
o

do

-
- - - - - =d.;- - - - - -0--

O'.

Q
4

suolo

d

Figura 8.2
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Supponendo di avere K2"" K( e ponendo nei denominatori dI + d2 ""do ""d, risulta:

E""p ~2T1oKI e-j<p(e-jkodo -e-jko(d.+d2»)
d

In base a semplici considerazioni geometriche si ottiene:

Sostituendo queste espressioni nelle esponenziali si trova:

(8.3)

Se

(8.4)

si ha:

(8.5)

Questa espressione mostra che, a causa dell'interferenza, il campo decresce come lId2,
invece che come lId. L'effetto dell'interferenza viene ridotto usando antenne ad alta

direttività poste ad altezze il più possibile elevate, in modo da avere K2« K(, E ""EI'

9.9 Limiti dell'Ottica Geometrica

Quando i procedimenti dell'OG portano a risultati che contrastano le ipotesi di lenta
variabilità che stanno alla base del metodo l'andamento reale dei campi differisce da quello
previsto. Le discrepanze costituiscono i cosiddetti "fenomeni di diffrazione". Alcune
situazioni in cui sono violate le ipotesi di lenta variabilità sono considerate qui di seguito.

FORMAZIONEDI "CAUSTICHE" Quando la sezione di un fascio di raggi si annulla l'OG
porta a prevedere valori infiniti del campo. In un fascio convergente che attraversa un mezzo
omogeneo (vedi Figura 4.3b) ciò avviene in corrispondenza dei centri di curvatura della
superficie So da cui partono i raggi. I luoghi dei centri di curvatura di So costituiscono, in
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I
,l'

I
Il

generale, due superfici; se il mezzo è omogeneo tali superfici costituiscono le cosiddette
"caustiche" (dal greco Kauo =brucio), perché - secondo l'OG - avvicinandosiad essela
densità di potenza tende all'infinito. In casi particolari le caustiche possono degenerare in
linee (linee focali) o in un punto unico (fuoco). Il primo caso si verifica, ad esempio, quando
la superficie Soè cilindrica a sezione circolare (l'asse costituisce un linea focale), il secondo
quando Soè sferica (il centro della sfera è il fuoco I). Ad esempio, i raggi convergenti uscenti
dalla lente di Figura 7.1 sono associati a fronti d'onda sferici che hanno il centro sul fuoco
F. Nel caso generale, tutti i raggi di un fascio convergente risultano tangenti alle superfici
focali, come mostrato nella (Figura 9.la). Dunque lecaustiche sono superfici d'inviluppodei
raggi.

Le superfici di inviluppo possono esistere anche in un mezzo ad indice di rifrazione
variabile, quando i raggi sono curvi (Figura 9.1b). Anche in questo caso si parla di caustiche,
perché nei punti di tangenza la sezione dei fasci elementari si annulla e la densità di potenza
tende - teoricamente - all'infinito. Naturalmente, in questo caso, le caustiche non dipendono
solo dalla geometria di So.

In realtà, sulle caustiche, la densità di potenza raggiunge valori elevati ma finiti. Questo
fenomeno di diffrazione è sensibile a distanza di qualche lunghezza d'onda dalle caustiche,
come si vedrà nel successivo Paragrafo Il, dedicato allo studio di un fascio focalizzato
mediante la teoria della diffrazione. La trattazione contenuta nel Paragrafo 12metterà inluce
un fatto piuttosto sorprendente: i risultati dell'OG divengono nuovamente accettabili ad
alcune lunghezze d'onda oltre il fuoco, purché venga apportata una correzione di 1tsullafase.
Questa proprietà è in effetti verificata in presenza di qualunque tipo di caustica. Si dimostra
che ad ogni contatto con le caustiche la fase del campo deve essere anticipata diTrl2.2Nelcaso
del fuoco, che corrisponde a una coppia di caustiche, l'anticipo è doppio.

RIFLESSIONECONINCIDENZARADENTE Se la superficie di un ostacolo è curva i raggi
incidenti in direzione quasi tangenziale danno luogo a raggi riflessi che divergono fortemen-
te (Figura 9.2a). In prossimità della superficie il fattore di divergenza è molto piccolo e si

mezzo
omogeneo

mezzo a indice di
rifrazione variabile

a b

Figura 9.1

,\

!II:

I Nel caso limite della sfera i due centri di curvatura - generalmente distinti -coincidono nel cenIro. Per
questa ragione il fuoco è da considerare come la degenerazione di due caustiche.

2 D.S. Jones, Methods in Electromagnetic Wave Propagation, Clarendon Press, Oxford, 1979, par. 8.13.
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raggi riflessi

raggi
incidenti

a b

Figura 9.2

hanno rapide variazioni del campo, in contrasto con le ipotesi basilari dell'Oa. La trattazione
accurata di problemi di questo genere mostra l'esistenza di ulteriori onde che nascono come
effetto di diffrazione.

RIFLESSIONEDASPIGOLIOPUNTE Negli eventuali spigoli o punte esistenti nell' ostacolo
almeno uno o entrambi i raggi di curvatura della superficie sono paragonabili (o più piccoli)
della lunghezza d'onda (Figura 9.2b). Poiché i raggi riflessi divergono fortemente, anche in
questo caso le ipotesi di lenta variabilità vengono violate. La trattazione accurata di alcuni
particolari problemi di questo genere mostra l'esistenza di ulteriori onde, non prevedibili con
l'Da, che si irraggiano dagli spigoli.

FORMAZIONEDIZONED'OMBRA Secondo l'Da un corpo opaco investito da un fascio
incidente genera una zona d'ombra, come nel caso della Figura 9.3. La superficie di
transizione fra la zona d'ombra e quella illuminata è costituita dai raggi radenti.
Attraverso la superficie di transizione il campo dovrebbe passare bruscamente da zero
ad un valore finito, risultato che è palesemente in contrasto con l'ipotesi di lenta
variabilità. In realtà, sia l'esperienza sia le trattazioni teoriche esatte (nei casi in cui esse

zona d'ombra

- ..

...

Figura 9.3
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sono possibili) mostrano che il passaggio non è brusco, ma che esso avviene in maniera
tanto più rapida quanto minore è la lunghezza d'onda.

FORMAZIONEDIFASCIDIRAGGIPARALLELI I fasci di raggi paralleli, come quelli prodotti
da un riflettore parabolico (Figura 6.la) o da una lente convergente (Figura 7.1) con la
sorgente posta in F, non possono esistere nella realtà. Si osserva subito che un effetto di
diffrazione è dovuto alla transizione brusca sul contorno del fascio quando l'ampiezza
d'onda differisce da zero sul contorno. Però, anche in mancanza di questa transizione (che
viene evitata se l'illuminazione dell' apertura da cui il fascio parallelo ha origine è rastremata
e tende gradualmente a zero sui bordi), il parallelismo dei raggi non può mantenersi fino
all'infinito. Infatti, come si è visto nel Capitolo 7, nella zona di radiazione dell'apertura
l'energia deve inevitabilmente propagarsi in direzione radiale, così che, man mano che ci si
avvicina alla distanza di Fresnel dell'apertura, il fascio deve necessariamente allargarsi,
passando dalla forma cilindrica a quella conica. Dunque i fasci paralleli previsti dall'OG
sono accettabili solo in prossimità dell'apertura. Questo problema verrà esaminato in
maggior dettaglio nel Paragrafo 11.

RIFLESSIONEOLTREL'ANGOLOLIMITE Iraggi che incidono suIl' interfaccia fra due mezzi
trasparenti con angolo superiore all'angolo limite, creano nel mezzo meno denso un'onda
di superficie (Figura 9.4). Nel caso delle onde piane uniformi (raggi incidenti paralleli,
ampiezza costante ovunque, interfaccia piana infinitamente estesa) ronda di superficie si
propaga su tutta l'interfaccia e ha ovunque ampiezza costante: essa trasporta potenza
dall'infinito all'infinito, senza sottrarre potenza all'onda incidente. In una situazione reale,
come quella indicata in figura, l'onda di superficie nasce dove i raggi superano l'angolo
limite; inoltre dopo un certo percorso essa rientra nel primo mezzo dando luogo alla
cosiddetta "onda laterale". 1Evidentemente la potenza trasmessa all'onda laterale attraverso
l'onda di superficie viene fornita dal fascio dei raggi che incidono con angolo superiore

meno meno òenso

-
onòa òi superficie -

mezzo più òenso

~ "-

--........

onòa laterale

~ raggi rines~

l'angolo limite

Figura 9.4

I L. Felsen, "Lateral Waves", in Efectrolllllglletic Fiefd Thell/:\'. voI. I (edited by J. Brown), Pergamon
Press, 1967.
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ali' angolo limite; pertanto non tutta l'energia che questo fascio trasporta viene riflessa, come
si ottiene ponendo 1fI21=I nella (5. lb). Dunque la riflessione non può essere effettivamente
totale, come in un' onda piana uniforme. In pratica la pgtenza sottratta dall' onda laterale è una
piccola parte di quella incidente, e quindi supporre 11121=I non dà luogo a gravi errori. In
ogni caso, però, l'OG non è in grado di prevedere l'esistenza né dell'onda di superficie né
di quella laterale.

RIFLESSIONESU CORPIDICONDUCIBILITÀFINITA In molti casi di interesse pratico, in
particolare nello studio dell'effetto del suolo sulla propagazione delle radioonde, interessa
considerare situazioni in cui il primo mezzo è senza perdite (esempio l'aria) mentre il
secondo mezzo è un conduttore la cui conducibilità non è tanto elevata da poter essere
considerata infinita. L'OG non permette di studiare l'onda trasmessa nel mezzo dissipativo,
ma appare plausibile che nel mezzo trasparente i raggi si riflettano con modalità analoghe
a quelle delle onde piane uniformi. Sommerfeld e altri hanno affrontato questo problema in
maniera rigorosa. I I risultati teorici e le verifiche sperimentali mostrano che il campo
calcolato secondo l'OG, considerando i raggi riflessi, è solo una parte del campo che si ha
nel mezzo senza perdite e che, assieme ad esso, va considerata un'onda di superficie
(estendentesi in entrambi i mezzi) la cui intensità non può essere trascurata fino a distanze
dell' ordine di qualche lunghezza d'onda dall' interfaccia. In direzione parallela all' interfaccia
tale onda si attenua tanto più rapidamente quanto più alta è la frequenza.

Nel caso del suolo l'onda di superficie viene chiamata "onda di terra". Nei collegamenti
a bassa frequenza (f < IOMHz) fra trasmittente e ricevente poste in prossimità del suolo,
l'onda di terra non può essere trascurata; anzi il suo contributo è spesso predominante rispetto
a quello congiunto dei raggi diretti e riflessi, dato che quest'ultimo contributo decresce col
quadrato della distanza, come si è visto nel paragrafo precedente.

Se siescludono alcuni casi particolari, lo studio esatto del campo nelle zone in cui si hanno
fenomeni di diffrazione è difficile. Per questo sono state sviluppate teorie approssimate, dette
genericamente "teorie della diffrazione", la più antica delle quali è quella basata sul ben noto
"principio di Huyghens-Fresnel". Secondo questo principio ogni fronte d'onda può essere
ricavato da un fronte d'onda precedente come inviluppo di fronti d'onda sferici emessi dagli
elementi di superficie in cui quest'ultimo può essere suddiviso. Alla luce della Teoria
Elettromagnetica - sorta in un'epoca successiva - il principio di Huyghens-Fresnel trova
giustificazione nel metodo delle sorgenti equivalenti (Capitolo 4); infatti, il campo nella
regione posta al di là di una certa superticie equifase può essere visto come somma delle onde
elementari prodotte da opportuni elementi di corrente elettrica e/o magnetica posti sulla
superficie, ciascuno dei quali produce un'onda sferica, proprio come nel principio di
Huyghens-Fresnel. Dunque, ad esempio, calcolare il campo generato da un'apertura
mediante le formule viste nel Capitolo 7, equivale essenzialmente ad applicare il principio
di Huyghens-Fresnel. Nei paragrafi successivi alcuni fenomeni di diffrazione verranno
studiati applicando il metodo delle sorgenti equivalenti, e utilizzando l'OG solo per la
determinazione approssimata delle sorgenti.

I Vedi J.A. Stratton. E/ectrolllClglletic TI1eory. Ch. 9. McGraw-Hill. (Trad. in italiano: Teoria deIl'E/et-
trmllllglleti.l'lI1o. Einaudi. 1952).
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Un altro metodo per trattare la diffrazione è basato su una teoria, sviluppata in tempi
relativamente recenti, detta "Teoria Geometrica della Diffrazione"; essa pennette di studiare
la diffrazione correggendo i risultati dell'OG mediante l'introduzione di altre famiglie di
raggi, detti "raggi diffratti".1 I limiti imposti a questo corso impediscono di andare oltre la
citazione.

9.10 L'approssimazionedell'Ottica Fisica

Si consideri una sorgente che agisce in un mezzo omogeneo illimitato contenente un ostacolo
metallico (Figura lO.la). L'ostacolo diffonde l'onda incidente generata da una sorgente Jo,
creando un'onda (diffusa) che si sovrappone alla prima.

Sia E, H il campo in presenza dell' ostacolo e sia Js la corrente indotta sulla superficie di
questo. Si ha:

111

Se si immagina di rimuovere l'ostacolo e di sostituire ad esso una lamina di corrente impressa
di densità Js (Figura 1O.lb), il campo generato daJoedaJs coincide con quello che si ha nella
situazione reale (E, H, all'esterno della regione dell'ostacolo, campo nullo all'interno).
Infatti questo campo è l'unico possibile, poiché soddisfa le equazioni di Maxwell, ha la

c

Ed Hd

'ì.- ~e
;5 Js ~

d

Figura 10.1

- ---

I D.S. Jones, Methods in Electromagnetic Wave Propagatioll, Ch. 8, Oxford Engineering ScienceSeries,
Clarendon Press - Oxford 1979.
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Figura 10.2

corretta discontinuità sulla superficie della lamina e soddisfa le condizioni di radiazione. Il
campo Ej, Hj (quello che Jo creerebbe in assenza dell' ostacolo, Figura 10.1c» è il campo
incidente; il campo Ed, Hd (quello generato da Js all'esterno dell'ostacolo, Figura lO.ld)
è il campo diffuso. Js è la sorgente equivalente del campo diffuso.

Il campo incidente è noto, il campo diffuso incognito. Esso potrebbe essere dedotto da Js
medianteleformulevistenelCapitolo7,maancheJs è incognitaperchédipendedalcampo
totale H. Se però l'onda incidente soddisfa le condizioni dell'OG e i raggi di curvatura della
superficie dell'ostacolo sono molto maggiori della lunghezza d'onda, si può assumere che
la corrente indotta nei punti della superficie investiti dai raggi incidenti (Figura 1O.2a)sia
collegata al solo campo incidente, attraverso la stessa espressione che vale nel caso di
un' onda piana uniforme che incide su una superficie conduttrice piana (vedi Equazione 16.5,
Capitolo 2). Con questa approssimazione Js diviene una quantità nota, perché essa è nulla
nella zona in ombra, mentre nella zona investita dai raggi incidenti è data da:

(10.1)

In definitiva Hj e Js vengono determinati approssimati vamente con l' OG, mentre il campo
diffuso viene dedotto da Js mediante le espressioni integrali del Capitolo 7.

Questo procedimento è noto come "approssimazione dell'Ottica Fisica". La sua superio-
rità rispetto al procedimento basato sull'uso esclusivo dell'OG (determinazione dell'onda
diffusa attraverso i raggi riflessi) deriva dal fatto che l'onda diffusa non è rappresentata
mediante un fascio di raggi, cosicché non esistono problemi di caustiche, di superfici di
transizione, ecc. L'approssimazione (10.1) e l'ipotesi che la corrente sia nulla nella regione
in ombra sono ben verificate nelle zone che distano più di qualche lunghezza d'onda dai punti
di incidenza radente e dagli eventuali spigoli. Gli errori nel calcolo del campo diffuso non
sono gravi, specie se esso viene considerato nella sua regione di radiazione; ciò a causa del
ruolo minore giocato in questo caso dai dettagli della distribuzione delle correnti.

9.11 Diffrazione sul fuoco di un fascio parassiale

La Figura Il.1 rappresenta un fascio di raggi focalizzati nel punto F e poco inclinati rispetto
all'asse z (fascio "parassi aie"). Il calcolo dell'andamento effettivo del campo in prossimità
del fuoco può essere basato sulla espressione (15.3) del Capitolo 7, che dà le componenti del
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campoelettriconellaregioneparassialedi un'apel1ura.Inquestocasol'aperturaècostituita
dall'intersezione del fascio con il piano z =O;le sue dimensioni e la sua distanza dal fuoco
(f) sono molto maggiori della lunghezza d'onda. Pertanto, se ci si limita a calcolare il campo
in prossimità del fuoco, l'uso della (15.3) del Capitolo 7 è pienamente giustificato.

Nella regione dell'apertura, dove l'approssimazione dell'OG è accettabile, il campo è
rappresentato da un' espressione del tipo (4.1). Assumendo che L sia nulla in F, l' iconale nel
punto x', y' posto sull'apertura è:

L =O- cammino ottico =-n ~ x,2 +y,2 +f2

Pertanto, il campo sull'apertura è rappresentato da un'espressione del tipo

E(x', y', O) = p(x', y', 0).J2T1 a(x', y', o)ejkJX'~+y'~+r~ (11.1)

dove 11=1101n,k =kt/n =2mÀ. Per semplificare la discussione conviene assumere che il
campo sia polarizzato linearmente, ad esempio sul piano x, z. Poiché i raggi sono poco
inclinati, p è molto prossimo a ux e si ha:

Ex (x', y', 0):::.J2T1 a(x', y', O)ejkJX'~+y'~+r~

Poiché x'2 + y'2 « r-è lecito porre:

( 11.2)
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Sostituendo nell' espressione del campo nella regione parassiaie e ponendo il punto di
osservazione sul piano focale si ottiene:

Pertanto, introducendo la trasformata di Fourier

00

5(1;, 'V) = 211t f f a( x', y', O) e - j(1;x'+'!'y') dx' dy'

si ha:

IEx(x, y, 01"" 21t0
1

5
(

_21tX -21tY'
1

Àf Àf' Àf)
(11.3 )

Dunque si trova il seguente importante risultato: l'ampiezza del campo sul piano iocale ha
l'andamento della tra,~formatadi Fourier dell 'ampiezza del campo sull 'apertura.

ESEMPIO Se il fascio parassiaie è ottenuto facendo passare un fascio di raggi convergenti
attraverso un foro quadrato di lato d praticato in uno schermo opaco, nell' ipotesi che sul foro
l'ampiezza del campo sia costante e pari ad A, si ottiene:

- Ad2 . d~ d'V
a(~, \jI) =-Smc -Sinc-

21t 2 2

Pertanto r ampiezza sul piano focale è:

dove

(11.4)

L'andamento di IExlè rappresentato nella Figura Il.2. Si nota che Ef rappresenta il valore
massimo dell'ampiezza e che questa ha un picco intorno al fuoco, in una regione quadrata
di lato:

~=2~
d

(11.5)
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piano focale

y

x

Figura Il.2

Tanto minore è la lunghezza d'onda tanto più il picco è stretto e intenso, ma solo nel caso
limite À~ Oil campo risulta infinito sul fuoco e nullo altrove, come vorrebbe l'OG.

Il picco si forma per tutte le distribuzioni di ampiezza che si hanno in pratica e la sua
larghezza è:

I
I.

,
I

I

~ cc (f/D)À

dove - al solito -D indica la dimensione dell'apertura. Introducendo la distanza di Fresnel

si ha:

I
,

I

~ f
-cc-

D dF

Questa espressione è interessante perché mostra che un' efficace focalizzazione (~< < D)può
aver luogo solo se la distanza focale è molto minore della distanza di Fresnel. Pertanto la
focalizzazione non esiste quando il punto F è prossimo al confine della zona di radiazione,
o addirittura oltre. Alle lunghezze d'onda visibili la focalizzazione è generalmente molto
buona, perché la distanza di Fresnel è usualmente molto maggiore della distanza focale.

Se il fuoco è all'infinito (fascio di raggi paralleli, apertura equifase) ~ tende all'infinito.
Questo risultato indica che, al passaggio dalla zona vicina a quella di radiazione, i fasci di
raggi paralleli si trasformano ineluttabilmente in fasci divergenti (Figura 11.3), in accordo
con quanto visto nel Capitolo 7 a proposito delle proprietà del campo di radiazione.
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Figura Il.3

9.12 L'Ottica Geometrica al di là del fuoco

L'esperienza mostra che l'Ottica Geometrica funziona - nei suoi limiti - anche quando i raggi
vengono prolungati oltre il fuoco. In base a questo fatto, nei testi di Fisica elementare si dà
per scontato che iIprolungamento sia lecito. Alla luce di quanto si è visto, però, lacosa appare
opinabile, poiché quando i raggi passano sul fuoco l'OG cade in difetto. La presente
trattazione mostra che in effetti l'OG può essere applicata anche al di là del fuoco, purché
il ritardo di fase dovuto ai cammini ottici sia incrementato di n.

Si consideri un fascio di raggi convergenti sul fuoco F (Figura 12.1)che dà luogo al campo
( Il.1) sul piano z =O(nella presente discussione non è necessario supporre che il fascio sia
parassiaie).Si supponga che la lunghezza d'onda sia piccolissima (al limite tendente a zero),
in modo da avere una effettiva focalizzazione e da rendere accettabile l'OG almeno fino al
fuoco. In queste condizioni il campo in tutto il semispazio z > O può essere calcolato
utilizzando la (15.2) del Capitolo 7, che assume la forma

E(x,y,z)= j ~ f j"R xlpx "Il ~ ejkWdx' dy' (12.1 )

i UR

"OA .. ,>,y, ~ , x,y.

I ....

I "" R f
....

....

....

....

R

F -z

z=O

Figura12.I
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doYL' a = a(x', y'. D) l' P = P( x'. y'. O) sonol'ampieua d'onda l'il \ellorL' di polariuazione sul
piano I =O: inoltre:

w =Rr - R ( 12.2)

Re Rr sono le distanze fra iI pllnll I x'. y' l' iI punto di (Issel"\ azione l' iI fUlIClI rispelti vamente.
Apparentemente la ( 12.1 ) diverge quando À ~ O. In clrelli le stlccessive considerazioni

mostrano che l'integrale è infinitesil110 dello stesso ordine di À (fllocoesc!uso). Lo slUdio
dell'integrale per valori piccolissimi di À si riduce a quello dello studio del comportamento
asil1totico per l-;~ 00 di un integrale del tipo

I( l-;t = ffV( x'. y' )e.i~\\1 ,'. )'1 dx' dy'

Infalli. indicando con V(x'. y') una qualunque delle componenti di

le componenti dell'integrale ( 12.1 ) asstll11ono proprio questa forma.
Per l-;~ 00 l'integrale 1(1-;) tende a lero perché. al variare di x'. y'. l'integrando

V( x', y') l' j~\\I", y') =V(x', y') (cos I-;W(x'. y') + jsin I-;W(x'. y'))

oscilla tanto piÙ rapidamenle quanto piil grande è 1-;.con le parti reale l'immaginaria che
camhiano segno in intervalli tendenti a lero. Si osserva che per valori grandi ma finiti di l-;
Il' oscillazioni sono piÙ lente nei punti intorno a cui W varia con maggior Icnte/./.a: pertanto
i contrihuti piil significativi all'integrale vengono dall'intorno di qucsti punti. Dunque
1'1lI/( 11lI1/l'll!O lI.lilllo! ico di I ( 1-;) (~ dcl l' 1'/11il w!o do i ("oll!,.i /111i I i 1'11(' 1)/'111 '('llgOIIO dol/'il/1(1/"1/(I

dcg li ('I 'l'lII I/(/Ii /I"II! i di S!(ÒOI1( /l'icllÌ di W (lI/o,lsill/ i. 11/iIl ill/ i, IIl /111i di .IC//O ). Supponendo che

esista un solo punto di stazionarietÙ in x' = xo. y' = Yo. il \~dore asintotico di 1(1-;)puÒquindi
esscrecalcolatoponcndoV( x'. y') ""V (Xo.Yo)l'approssimando la funzione W(x'. y') mediante
il suo sviluppo in serie di Taylor intorno al punto \0' Yo. troncato al secondo ordine:

dove:
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!.. applica/iune l11alL'l11aticadi que~li cuncelli purla ad un procedimento di \alUlazione del
\~tlme asi ntolico di I( l-.) che pre nde i I nume di "l11etudu della fase slaziunaria".1 Si tro\a che.
nel casu di un sulu puntu di sl;lIiunarietit il \;tlore asintuticu di 1(1-.)è datu dalla seguente
L'~preSsl( 1I1L':

( 12.3)

duve:

h = ah - c~ (12A)

(12.5 )

CUl11esi \edrilnegli S\ iluppi ripUrlati in fundu al paragrafo. la funzione W data dalla ( 12.2)
ha un sulu punto di sla/iunarietit. purch~ il punto di osservazione non coincida col fuoco. Il

punto di stazionarielit 1\0' )'0) è l'inlersezione con il piano z = () della retta che passaper F
e per i I punto di ossena/ione ( \. )'. /) (Figura 12.2): questo punto è quello da cui parle i I
raggio chL' passa per il punto di ussenazione. Si lrma inoltre:

) ,

- (s - sI )-CUç(f.h - , ,
srç

( 12.6)

( 12.7)

du\'è (f. è l'inclina/ione del ra,!!,!!io rispettu all'asse z e inoltre:

( 12.X)

Pertanto. applicando la ( 12..\) alla ( 12.1 ) si lrova che. per piccoli \;tlori della lunghezza
d'onda. si ha:

I IllI1l'l"d" della fa'l' ,1;11i"naria ì.:IraUalo in 111011i lesli ;I\an/al i di OndL' Ekllrol1lagnL'lidlL' l' di Ouiea.

ad e'l'l1lpi,,: \1. BOI"l1.I:. \\'oIL /'ril/<i/'/n or O/"in. l'ergall1on l'rL'ss. fiflh edilion. 1975. p. 752.

0= LII

per h > () a> ()

perh>() a < ()

l-.i per h < ()
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Nd punto (Xo.Yo)il versore uK è orientato con1t: iI raggio e quindi è ortogonale a p: inoltre
esso forma r angolo (Y;con r asse z. Pertanto si ha:

e quindi:

( 12.9)

Invece. applicando in maniera acritica rOG anche al di liI del fuoco e considerando
l'espressione del fattore di divergen/.a (4.7) con sI =s2 = 'o,.si otterrehheper E (x.y.z)la
seguente espressione

Si nota che questa espressione coincide con la ( 12.9) quando iIpunto di osservazione precede
il fuoco (s < S,) mentre differisce per il segno quando il punto di ossen'a/.ione è posto oltre
il fuoco ('o> S,). Dunque. oltrc il fuoco. l'OG pUÌ!cssere ancora applicata. apportando perÒ
la correzione di rr sulla fase.

Il metodo descritto non puÌ! essere usato quando il punto di osservazione è proprio sul
fuoco. poiché in questo caso la funzione W(x'. y') è costante e. nella ( 12.1). l'integrando non
oscilla. per quanto grande sia k. A causa di questo fatto r integrale non è infinitesimo e la
( 12.1) dil un campo che diverge quando k ~ 00. Questo risultato è in accordo con quanto si
è \'isto nel paragrafo precedente.

Si osservi infine che le varia/ioni di W \ono tanto piil lente quanto più il punto di
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osserva/ione è vicino al fuoco. Pertanto, se k è grande ma finito e ci si avvicina al fuoco, il
risultato (12.9) non è pill valido perché le oscilhllioni dell'integrando non sono più tanto
rapide da giustificare l'uso delmetoJo della fase sta/ionaria. Dunque si trova ancora che in
prossimitil del fuoco i risultati delrO(ì perdono \aliditÙ.

. IWTERi'vIlNAZIO:--J1DIII'II\TO DI ST\llo'.;,\RIIT.\. DIh l',DI ()

di x'. )" tali che:

I.a fase ì:stal.ionaria per i \alori

rlW

(h'
(IW =)"IR-RI)+)'RI =()

rI)' , R R I

Pertamo de\'e a\L'rsi

" ,- -- -=
R R

Queste rL'la/ioni sono \erificalL' SL'L',010 'l'il punto x'. y'. il pllnto.\,)' L'il fuoco ,ono allineati, come
in Fi1,!ura 12.2. ()lIindi il plinio di ,la/ionarieti\ corrisponde con .\", y" ' pllnto di partenza del ra1,!1,!io
che pa,,-a per iI punlo di o"-L'na/ione. ('a!colando !c deri\'ate seconde di W nel punto di ~,lal.i()narieIÙ
c indicando con 'o l' 'I i \ ;ilori a,slIllti da Re RI in que,lo punto, si ottiene:

(s -, l' - ,
a=-- I

'o 'I (s - 'I )

1'0-'0 " -,'
h= I

'osI (s 'I)

c=
"I (s - s, )

-, )'

( / - f I~ ('o - 'o I~ ,
h=-~:::: 'I ~l'O\ (f

S-~I "-"I

h ì: po,iti\'o mentre a ha il se1,!lll'di, - s,.. DlInque, per le (12.)) si ha:

s - 'I() =---
l'o- 'Il

.

9.13 Fasci gaussiani

Si consideri un fascio di raggi paralleli che determina sul piano / =() l'illumina/ione

\ t ~-

(Wo»À.)
(13.1 )

d! )VèA è una CIIstante. I L' andamen[( I di E, è que 110di una gaussiana hid imensionale (Figura

1J.lu): l' ampie//a è simmetrica rispetto ali' origine e scende a valori trascurabili a distan/a

I Si ,upponc che il L'ampo ,ia polari/lalo linearmeme ,cL'oudo .\. PerÙ la Iratlal.ione puÙ e\\ere
immediatamente l',tc,a a qual,ia,i alln 'Iipodi polari/l<lliolle costante, ,o\Tapponendo al campo( 1.,,1 )
UI1campo analo~o. polari/lalo ,ecolllio )' l'opportunamente sfa,ato.
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Figura 13. I

maggiore di 2woda essa. Per quanto si è detto precedentemente, nella regione z > Oil fascio
tendeadivergere.Ilfascioeffettivamenteprodottodatrilluminazione( 13.1)prende il nome
di "fascio gaussiano". Fasci di questo genere sono molto importanti perché essi vengono
normalmente prodotti dai laser o a\l'uscita delle piÙcomuni fihre ottiche.

Lo studio del fascio gaussiano puÒ essere svolto in maniera semplice utilizzando lo
sviluppo in onde piane (Paragrafo 16.Capitolo 7). Si ha:

(
y

)
A

ff _(X2+\2)/I\,~ -j(~x+III\') d de, ç, \jI =- e . e .. 'l'. X Y
\ 2rr ( 13.2)

( 13.3a)

E,( x,y,z) =() ( 13.3h)

( 13.3c)

( 13.4)

Il calcolo della trasformata ( 13.2) è basato sulla seguente formula: )

1 La (13.5) puìJ essere dedotta facilmel1lL' dall'integrale 3322.2 riportato in: I.S. Gradshteyn. I.M.
Ryzhik. T((/J/eo(/II/egra/s. Serie.I' ((1/(/l'ro(/l/cIS, Academic Presso 1965.

. ,
Aw,;

2
"

lj1
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(P, q complessi: Relpl > O) (\3.5)

Si ottiene:

L'andamento di questa funzione è quello di unagaussiana sul piano ç, \jI(vedi Figura 13.1b).
L'ampieua scende a valori trascurahil i neipunti che distano dall' origine più di 4/wo.D'altro
canto, poiché Woè molto maggiore della lunghezza d'onda si ha:

4 4 2n
-«-<-=k
Wo À À

(13.6)

dunque e, ha valori sensihili solo in una I.Onain cui risulta

)" ,
kl ""k -~\jI-2k

Introducendo nella ( D.3(/) la precedente espressione di kl si ottiene:

(\ 3.7)

Il calcolo dell'integrale, ancora hasato sulla (13.5), porta al seguente risultato:

(\ 3.R)

Nel calcolo della ( 13.3(")si può porre kl ""k al denominatore, compiendo un piccolo errore
sul modulo dell'integrando. Così si olliene:

, <x>

E AW(j - lkI

JJ
'''' -1::.2+1j12)(W~/4-jil2k) iil;x+Ij1Y) dF d \ll

(x.YJ)=-e' Ise' e'., 'Y
l 41tjk -<x>.

(\3.9)

L'esame delle ( D. 7) e ( 13.9) rivela che:

E - I dEl - - l
jk dX
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Pertanto. considerando la ( L1.X) si trova:

')

E =- , -x E
/ jk(wi)-j2z/k) \

03.10)

Il campo magnetico puÒ essere dedotto da quello elettrico mediante le equa/.ioni di MaxweIl.

Per discutere i precedenti risultati cI!Jlviene scrivere la ( 13.X)in limnadiversa. evidenziando
il modulo e la fase. Si ha:

( 13.11)

dove:

, ,
k wi) ]{ wi)

z()=-=-2 À
03.12)

I
(

z

)

'

+~ ( 13.13)

03.14)

Si osserva ehe. su un generica sezione trasversale del fascio. r ampieaa di Ex variaeon legge
gaussiana. eome sul piano z =(). La larghezza w della gaussiana varia conI secondo la( 13.13)
e si allarga progressivamente con legge iperbolica (Figura 13.2).
La figura mostraehe le dimensioni trasversali del fascio si mantengonocireaeostanti e uguali
a quelle iniziali solo a distanze molto minori di ZII'In questa rcgionc i risultati dell'OG sono

H..
2 i.
1!w..

- - - - - - - -
w(z)- - - - -

- - - - - - - - . - z

4

Figura13.2
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accettabili. Invece. quando z è mollo piÙ grande di zo, la crescita di w tende a divenire
proporzionalealla distanza dall"origine (linee tratteggiate) perché si ha:

z
w == wo-

Zo

Dunquea grande distanza il fascio assume una conformazione conica e l'angolo di apertura
del cono è

80 =:2 arctg (z/w) = :2 arctg (zi/wo) =2 arctg (ìJwo11:)= :2ìJwo11:

L'angolo è piccolo perché Woè mollo maggiore della lunghezza d'onda. Dunque il campo
rimaneconfinato nella regione parassiale. A distanze molto maggiori di Zor ampiezza della
gaussiana decresce come l'inverso della distanza dall"apertura e la fase è data da:

Poiché nella regione parassialc vale l'approssimazione

si vede che a grande distanza si ha:

<p == kr - 11:/2

Pertanto il fascio tende ad assumere le caratteristiche di un'onda sferica, come c'era da
attendersi in base alla teoria della radia/.ione.'

C è pure da attendersi che a grande distanza il campo elettrico divenga trasversale rispetto
alla direzione di propaga/.ione. In crfetti dalla (13.9) risulta:

E ==-~EI xz xE, + zEI == () r.E==()

Invece, in prossimit~1dell"apertura, dove la propagazione avviene nella direzione di z, il
campo elettrico non è rigorosamente trasversale. Infatti, sempre per la ( 13.9), si ha

I Orientativamente si pUÌ! assumere che le dimensioni dell' apertura siano pari a D =4wn. così che la zona

di radiaI ione ini/ia a una distal1l:adell'ordine di 32w~/À.'" IOzn.
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Poiché LI é mollo millorc di E, il campo clL,ttrico i.:qua"i Ira", cr"ale. ill accordo cOlll"OG
( ,. acconlo L'pcrktto ,,010 pcr ì, ~ ()).

Sl' Ilellc c"prc""iolli prcccdcllti "i tra"rorlna l-,:in-I-,: lutto rilll~lIlL'illllnUlalo.lrallnc il vcr"o
di propaga/ionc. chc \.1 dall' iIll'iIlilo \ L'r"o iI piano / ::::() ( ra"cio Cl)1l\ crgcntc). Il campo chc
Clhì "i otticnc "oddi"ra le cqua/ioni di I\lax\\'cll (Ilci lilllili delle appro""ima/iolli ottichc)c
rapprc"cl1ta la "olu/iollc cllL'l10rlnalinclllc \ iCI1L'"cartala pcrché C!mtra\ \ iL'l1callc cOl1di/iol1i
di radia/iollc (vcdi ;\ppcl1dicc (; ). SL'IK'rl)11011ci "j "pi Ilgc ali' iIll'iIlito. UI1l'a"Cio "j ITattopuÒ
c"i"lL'rc comc cilctto di OpportUIlC"orgcl1ti po"lc al di li! di ulla ccrta di "tali/a.

Si Ilula chc le c"11I"c""jolli prima Irmatc. cUI1"illeralL' alla "illi"lra di / rapprc"cl1lal1o
propriu Ull ra"ciu gau""ial1o cUI1\CrgL'lltc. Pl'rtal1tu. nulla \ icta di L'''lL'lldcrc alla "illi"lra
dcl pial1u /:::: () la rcgiul1c il1cui L'ddil1ilu il ra"ciu gau""ial1u. ('u"ì "i utticllc UI1ra"ciu chc
prima CtHl\Crgc l' poi divcrgc (Figura 13.3(/). Il ra"ciu ha "C/iUI1L'millima 11e1piallo /:::: O
r'cl11lura" del ra"ciu). 111curri"pul1llel1/a dclla cil1tura il L'ampu L' Ira"curabile a di"lan/c
dall'a""c "upcriuri a circa -+\\11'

Faccndo incidcrc un ra"ciu gau""iallu "u di UIlO"pccchio "kriL'O po"lu a di"lall/a multo
maggiurc di /0 dalla ci nlura. "i lIltiCllcUIIra"c io l'iflc",,!)chL'di rkri"L'C da qucllu inc idcntc solo
pl'r la dirc/iunc di propaga/iunc. Puiché le "upcrrici l'qui l'a"L'dL'l r;l"ciu il1cidcnlc c di qucllo
riflc""u coil1cidul1u. "i crca ul1'ol1da st<l/iul1aria. Illudi "U)lOpiallati "u quelle particulari
"upcrrici cquira"l' il1cui i dUL'rasci h.lllilU i campi il1uppl)"i/iuI1L' (a gral1dc dislal1/a dalla
ci I1lura Ic supcrrici limbi i "OliO"krichc c di "Iano )J2 I"ul1ada Il' ~dIl'a). ()uc"ta cOl1sidcra/iunc
l'a cumprcl1dcrc chc a ccrtc rrcqucl1/c parI iL'olari L'pu""i hi le cunlL'llcrc Ull'ol1da sta/iul1aria
l'l'aduc "pccchi "krici pusi/i( mati cumc ill Figura 13.3h. Tali rrL'qUL'I1/C"UIlUqucllc pcr cui
duc "upcrrici Il<Idal j pl )S"l mo Cl li I1cidcrc Cl 111i duc "IK'cchi ( i ICI mCL't tI) é illen( ico a quellu chc
pCrlllL'tlc di il1di\iduarc le rrCqUCn/L'di ri"Ollall/~1di ul1a L';l\ili! cilil1driGI cUI1"idcral1do Ic
ondc "Ia/ionaric della guida CUITi"pU)lllel1tC).Puiché I"l')lL'rgia clettromaglletica rimal1c
"ustall/iall11cnlc conrinala in(url1u all"a""L'. "i hal1l1umudi (gau""i:l11i) di ri"Ullall/a. del tulto
"imili c quclli chc si hal1l1uncllc GI\ il:!. Ri"uol1aturi apcrti di qUL'''{Ulipu "U110ulilillali I1ci
la"cL

Il ra"cio gaussial1u ha la carattcri "Iica di maI1IL'I1L'rL'imillutata la di"lri hu/iul1c di ampicl/a
sui pialli Iras\'cr"ali al "uu as"c. a parlL' ulla cOl1lra/iunc u dilat<l/iul1c. Qucsta carattcrislica
é comul1c a duc classi di rasci. dctti di (ìau"s-Hcrlnitc c di (ìau",,-LaguclTc. di cui il rascio
"i Il11net ricu q u i cUIl"i dcratu l'a partc comc ca"o part ICl)larc. 1\ Ilclll' quc"t i rasc i POS"UIlUc""crc

"IIIdiati CUliiImcludu qu ic"po"l u. ma la loro I ratt ~I/iOIlL'c"ul a da i Iim i1i impu"t i a quc,,(o Ic"to.

'11Ù'l'lli
t 1111111"01 IO --

..-

il,)
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Onde piane nei mezzi anisotropi

Nei mezzi isotropi le onde piane uniformi si propagano con la stessa velocità in ogni
direzione e trasportano energia nella direzione di propagazione; inoltre la loro
polarizzazione non è soggetta ad alcuna limitazione, tranne quella di essere trasversale
alla direzione di propagazione.
Nei mezzi anisotropi, invece, per ciascuna direzione sono possibili solo due onde
polarizzate in modo particolare, che si propagano con velocità diversa e, in genere,
trasportano energia in direzione diversa da quella in cui si propagano. La velocità e la
polarizzazione dipendono dalla direzione.

Sebbene le onde piane uniformi non esistano nella realtà, il loro studio è utile, non solo
per mettere in evidenza gli effetti dell'anisotropia, ma anche perché in molte situazioni
che si incontrano concretamente in Ottica (esempio propagazione di fasci luminosi nei
monocristalli) o nella radiopropagazione (ad esempio, nella ionosfera terrestre) le onde
sono localmente assimilabili ad onde piane uniformi.

Nelle applicazioni ottiche e nello studio delle radioonde nella ionosfera si considerano
mezzi non magnetici; pertanto in questo capitolo si fa riferimento a materiali nei quali
la permeabilità elettrica è di tipo tensoriale, mentre la permeabilità magnetica è uguale
a quella del vuoto. Inoltre vengono trascurate le perdite, che nelle applicazioni suddette
possono essere spesso ignorate, almeno in prima approssimazione.)
Il capitolo inizia con alcune precisazioni sulla struttura del tensore di permeabilità
elettrica di questi materiali; prosegue con quattro paragrafi dedicati alla propagazione
nei cosiddetti "cristalli uniassici" e nei mezzi resi anisotropi dall' azione di un campo
elettrostatico (effetto Kerr); si conclude con tre paragrafi dedicati alla propagazione nei
mezzi giroelettrici, l'ultimo dei quali tratta i cosiddetti effetti "magnetoottici" (effetto
Faraday ed effetto Cotton-Mouton).

I La propagazione nei mezzi magnetici anisotropi, come ad esempio nelle ferriti magnetizzate, è di
notevole interesse nella tecnica delle microonde. Però comunemente essa avviene all'interno di
strutture (guide d'onda) nelle quali le onde non possono essere considerate uniformi, nemmeno
approssimativamente.
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10.1 Permeabilità elettrica.dei monocristallie dei mezzi giroelettrici

Nel Pararagrafo 9 del Capitolo l è stato mostrato che nei materiali senza perdite il tensore
di permeabilità elettrica è hermitiano. Si è inoltre evidenziato il fatto che la sua parte
immaginaria differisce da zero quando il materiale è sottoposto all' azione di un campo
magnetostatico (materiali giroelettrici). Pertanto, nei materiali che sono anisotropi per altre
ragioni (monocristalli, materiali sottoposti a deformazioni meccaniche, ecc.) il tensore di
permeabilità elettrica è reale e simmetrico. Dunque in questi materiali si ha:

Le componenti di f,.'cambiano ruotando gli assi. Poiché f,.'è reale e simmetrico, esiste una
particolare rotazione che diagonalizza il tensore (vedi Appendice A). Gli assi rispetto ai quali
f,.' assume forma diagonale vengono detti "assi principali". Assumendoli come assi di
riferimento si ha:

[

ti O O

] [

nf O O

]

§'= O t2 O = O n~ O

O O t3 O O n~
(1.1)

dove, evidentemente, nj =.yti' Le quantità reali ti ' t2' t3' n l' n2' n3 sono dette permeabilità
elettriche e indici di rifrazione "principali". In certi casi, come quelli di cui ci si occuperà
nel paragrafo successivo, le permeabilità principali rispetto a due assi coincidono.
Quando ciò avviene, ruotando la tema di riferimento intorno al terzo asse, le componenti
del tensore rimangono immutate. Pertanto, in questi casi, solo la direzione di uno degli
assi principali è determinata. Si comprende che questo avviene quando la struttura
cristallina del materiale e/o l'azione esterna che genera l'anisotropia sono simmetriche
rispetto a un asse.

Sotto l'azione di un campo magnetostatico il tensore di permeabilità elettrica è hermitiano
e quindi assume la forma

I.

t =to (§' -j§")

dove f,.'ef,."sono tensori reali, simmetrico e antisimmetrico rispettivamente. Anche in questo
caso, con opportuna scelta degli assi, f,.'assume la forma (1.1) mentre f,."mantiene la forma
antisimmetrica:

[

O ç -V

]

§"= -ç O X

v -X O

li
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Il prodotto t: .E che figura nelle equazioni di Maxwell (Equazione 5.l3a, Capitolo 1),può
essere scritto come segue:

~.E =EO~' .E- jEo~".E =

=EO~'.E+ jEo[(vEz -çEy)ux +(çEx -XEz)uy +(XEy -vEx)uz]

Introducendo il "vettore di girazione"

g = XUx+ v Uy+ çUz

si può anche scrivere:

~. E = EO~' .E + jEo g x E (1.2)

Come t:" il vettore di girazione differisce da zero solo in presenza del campo magnetostatico.

Nel caso di un materiale (naturalmente isotropo) reso giroelettrico dall' azione di un campo
magnetostatico agente secondo l'asse z, per ragioni di simmetria la forma di g' deve essere
del tipo:

(1.3)

Infatti le componenti E~xe E~ydevono essere uguali perché il comportamento del materiale
è uguale in tutte le direzioni trasversali a z. Inoltre, sempre per ragioni di simmetria, il vettore
di girazione è parallelo all'asse z:

(lA)

Il lettore può verificare la validità delle (1.3) e (lA) nel caso del magnetoplasma (vedi
Capitolo 1,Equazione 6.9a).

10.2 Onde piane uniformi nei cristalli uniassici

Vengono detti "uniassici" i cristalli nei quali due degli indici di rifrazione principali
coincidono. Di questa classe fanno parte i cristalli dei sistemi romboedrico, tetragonale ed
esagonale, la cui cella elementare ha un asse di simmetria del terzo, quarto e sesto ordine
rispettivamente (Figura 2.1). L'asse di simmetria è un asse principale e viene detto "asse
ottico". Ponendo l'asse z nella direzione dell' asse ottico, il tensore di permeabilità elettrica
è del tipo:
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, C 3
I

~ I--
" --,

"
I I
I .
I I

(2.2)

dove E.L=Exux + Eyuy rappresenta il campo elettrico trasversale ali' asse z.
Si desidera verificare se e sotto quali condizioni le equazioni di Maxwell

ammettono come soluzione onde piane uniformi che si propagano nella direzione di un
generico versore reale u. Per tali onde si ha:

E =Eo e-YU' r H =Ho e-YU' r (1my~ O) (2.3)

dove Eo, Ho,ye Usono costanti. La polarizzazione è costante perché Eo e Ho non dipendono
. dalla posizione. Mediante passaggi analoghi a quelli riportati all'inizio del Paragrafo 1

Capitolo 2, sostituendo le (2.3) nelle equazioni di Maxwell si ottiene:

H = Lux E
jeo J..lo

(2.4)

Eliminando H si ha:

(2.5)

Figura2.1

rE"

o

ol [ni

o

]=eo :
c.L o =eo o n2

(2. l)
.L

o eli O O

Si ha:
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dove koha il solito significato. Detto e l'angolo che la direzione di propagazione dell' onda
forma con l'asse z, si considerino i versori u' e u" definiti come segue (vedi Figura 2.2):

, uxuzu=-
sine UIl= Uz X u' z direzione di

- - - - - - - / propagazione
/1

/ I/
/ I

/ I
/ I

I
I
I

- - - ~

Si ha:

u = sine U" + cose Uz

Inoltre, dette E' ed Eli le componenti di E.i
rispetto ai due versori si ha:

u'
E1. = E'u' + E"U"

Pertanto: Figura2.2

(u x E ) x u =E - (u . E) u = E'u' + [Eli- (sine Eli + cose Ez) sine] U"

+ [Ez- (sine Eli + cose Ez) cose] Uz

Sostituendo nelle (2.5) e uguagliando le componenti dei vettori al primo e al secondo
membro si ottiene:

- y2 E' =k~ni E'

y2 [(sin9E"+cos9Ez)sine - Eli] = k~ ni Eli

La prima equazione è disaccoppiata dalle altre due. Pertanto si vede subito che si hanno due
possibili soluzioni: nella prima l'unica componente non nulla del campo elettrico è E' e
soddisfa la prima equazione (le altre due sono identicamente verificate se Eli ed Ez sono
nulli); nella seconda Eli ed Ez differiscono da zero e soddisfano la seconda e la terza
equazione, mentre E' è nulla (così la prima equazione è identicamente verificata).

l a SOLUZIONE: ONDA ORDINARIA (Eli = Ez = O, E' ~ O)
verificare la relazione:

La costante y deve essere tale da

Dunque:

y=jkon .i
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La soluzione considerata porta alle seguenti espressioni di E e di H:

E =An' e -jko n.Lu.r

H = n x n' !::...e- jko n.Lu. r
11'

(A costante arbitraria)

(2.6)

(l'espressione di H è ottenuta mediante la seconda delle (2.4)). La velocità di fase (v =c/n.0
e l'indice di rifrazione visto dall' onda (c/v = n.L)sono indipendenti dalla direzione di
propagazione. L'onda è di tipo TEM e la densità di potenza è data da:

s= IAI2n'x(nxn')= IAI2n
211' 211'

asse ottico

z /

/ / /~ireZione di
propagazione

Quest'ultimo risultato mostra che l'onda ordi-
naria trasporta energia nella direzione di
propagazione, come in un mezzo isotropo.
L'unica differenza rispetto al caso del mezzo
isotropo è costituita dalla polarizzazione, che
non è arbitraria, ma necessariamente lineare,
cori il campo elettrico in direzione perpendi-
colareall'asse ze alladirezionedi propagazione
(Figura 2.3).

onda
ordinaria

E
H

U'~

~ ~uxu'

Figura 2.3

2a SOLUZIONE:ONDASTRAORDINARIA(Eli '* O,Ez '* O,E' = O) Eli ed Ez devono soddisfare
le equazioni

- (y2 cos28 + k6 n~)E"+y2 sin8cos8Ez = O

y2sin8cos8E"-(y2 sin28+ k6 n~)Ez = O
(2.7)

cosa possibile, a patto che il determinante del sistema sia nullo. Annullando il determinante
si ottiene:

Questa relazione è verificata se:

(2.8)

Sostituendo questo valore di y nel sistema (2.7) si ottiene:
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(2.9)

Il campo elettrico è diretto come il versore iì indicato nella Figura 2.4; tale versore giace sul
piano formato dall' asse ottico e dalla direzione di propagazione e forma con l'asse ottico un
certo angolo 8, determinato dalla relazione:

(2.10)

Il campo elettrico è poJarizzato linearmente nella direzione del versore iì e forma con la
direzione di propagazione l'angolo <1>=8+ e (vedifigura).Usandola (2.10),dopoqualche
passaggio si ottiene:

(2.11)

Utilizzando la relazione u x iì = u' sin<l>e tenendo conto della (2.8) si ottengono le seguenti
espressioni di E e H:

H
B " k -

= u'-e-J oDu"r
11"

(2.12)

dove B è una costante arbitraria e

z \

direzione \
\

\

z
/'

/'

/'

/'

/'

/'

/'

/' /' direzione di
/'

/'

propagazione

campo
elettrico

iì

u"

-E"

Figura 2.4
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11"= --2!L
lisin<l>

Le (2.12) rappresentano la cosidqetta "onda
straordinaria". L'indice di rifrazione visto dal-
l'onda straordinaria è fi,dato che la velocità di
fase è v =clfi. La velocità dipende dalla dire-
zione di propagazione perché fidipende da e.
Anche la polarizzazione dell' onda straordina-
ria è lineare, con il campo elettrico sul piano
formato dall' asse ottico e dalla direzione di

propagazione e il campo magnetico normale a
tale piano (Figura 2.5). Se si escludono i casi
particolari e =oe e = 90°,l'onda straordinaria
è di tipo TM; infatti, esclusi questi casi, risulta
sin<l>:I;l, così che il campo elettrico non è
perpendicolare alla direzione di propagazione.
La densità di potenza dell' onda straordinaria è

S IBI2 A ,=-uxu
211"

(2.13)

(2.14)

asse ottico

onda
straordinaria

z

il

Figura 2.5

(2.15)

Poiché il versore iì Xu' è generalmente diverso da u, l'onda straordinaria trasmette energia
in direzione generalmente diversa da quella di propagazione.

La precedente discussione ha mostrato che, considerata una generica direzione di
propagazione, in un cristallo uniassico sihanno due possibili onde piane uniformi, polarizzate
linearmente in direzioni ortogonali. Se le due onde sono entrambe presenti, il campo
risultante è rappresentato dalle seguenti espressioni, ottenute sovrapponendo le (2.6) e
(2.12):

H=UXU'~e-jkOnl.u'r +u'~e-jkoiiu'r
11' 11"

Scegliendo opportunamente i valori di A e di B è possibile ottenere tutte le polarizzazioni
possibili. Però, a causa della differenza degli indici di rifrazione, la relazione di fase fra le
componenti di E (o di H) varia quando ci si sposta lungo la direzione di propagazione,
cosicché la polarizzazione varia lungo la direzione di propagazione. Fa eccezione il caso in
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cui la propagazione avviene nella direzione dell'asse ottico (e = O), perché in questa
direzionerisultafi=n.l' Le onde che si propagano nella direzione dell' asse ottico mantengono
immutata la polarizzazione, anche se essa non coincide né con quella dell' onda ordinaria né
con quella dell' onda straordinaria. Dunque, nella direzione dell' asse ottico, la propagazione
avviene come in un dielettrico isotropo con indice di rifrazione n.1.1

10.3 Superficie degli indici

In generale, nello studio delle onde piane nei monocristalli anisotropi, si trova che per ogni
direzione di propagazione si hanno due possibili onde, con polarizzazioni ben determinate
e velocità generalmente diverse. Questo fenomeno prende il nome di "birifrangenza". Il
diagramma polare che rappresenta gli indici di rifrazione (clv) visti dalle due onde in tutte
le possibili direzioni di propagazione prende il nome di "superficie degli indici". Poiché nelle
varie direzioni si hanno generalmente due diversi valori dell'indice di rifrazione, la
superficie degli indici è costituita dall'unione di due superfici, una per ciascuna onda.

Nel caso dei cristalli uniassici la superficie degli indici è evidentemente simmetrica
rispettoall'asse ottico;essaècostituitadall'unionedellasuperficiesferican=n.l (per l'onda
ordinaria, vedi Figura 3.1a) e dalla superficie che rappresenta la (2.13) (per l'onda
straordinaria). La natura di quest'ultima superficie diviene evidente considerando l' equazio-
ne

(ìicose)2 (ìisine)2 12 + 2 =
n.l nll

z

a

z

b

Figura 3.1

asse ottico

c

I La ragione fisica è evidente: poichè il campo elettrico è trasversale a z, qualunque sia la sua
polarizzazione, l'unica componete del tensore di permeabilità che entra in gioco è£.i'
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ottenuta, elevando al quadrato i due membri della (2.13). Infatti, le coordinate cartesiane
X, Y, Z di un punto della superficie in questione soddisfano le equazioni (vedi
Figura 3.1b):

e quindi si ha:

I
I
I
I

Il

Questa è l'equazione di un ellissoide di rivoluzione ("ellissoide degli indici"), i cui semiassi
sono n.L(nella direzione dell'asse ottico) e nll (nelle direzioni x e y). Dunque l'indice di
rifrazione dell'onda straordinaria è compreso fra i valori n.L(propagazione nella direzione
di z) e nll(propagazione in qualsiasi direzione perpendicolare a z).\ L'intera superficie degli
indici è rappresentata nella Figura 3.1c.

L' ellissoide degli indici gode di certe proprietà che permettono di vedere facilmente quale
sia la direzione di trasmissione dell'energia e la direzione del campo elettrico per un'onda
straordinaria che si propaga in una direzione assegnata. Si supponga che questa direzione
giaccia sul piano y =O (questa ipotesi non limita la generalità del discorso, a causa della
simmetria). L'intersezione dell'ellissoide degli indici con questo piano è rappresentata
dall'equazione dell'ellisse

. I
I

,

I

Derivando rispetto a X si ha:

Quindi, ricordando la (2.9), si ottiene:

dZ = Ez
dX Eli

Questa espressione mostra che la tangente alI'ellisse è parallela alla direzione del campo
elettrico (vedi Figura 3.2a). Pertanto, considerata un'onda che si propaga nella direzione
della semiretta a (Figura 3.2b) e indicato con P il punto di intersezione fra la semiretta e
l'ellissoide, si possono enunciare le seguenti proprietà:

l Nella Figura 3.lb si è supposto n.l > nll'ma questo non costituisce una regola.



Onde piane nei mezzi anisotropi 391

z
direzionedi
propagazione

Asse ottico ,
a/ ." ""
" "

" ~ " direzione
S normale

all'ellissoide
-E"

x

ba
Figura 3.2

a) - la lunghezza del segmento OP rappresenta l'indice di rifrazione dell' onda straordinaria
nella direzione di propagazione considerata;

b) - il campo elettrico e il campo magnetico sono tangenti al meridiano e al parallelo passanti
per P, rispettivamente;

c) - la direzione di trasmissione dell'energia (cioè la direzione del vettore di Poynting) è
quella della normale all'ellissoide nel punto P (perché sia E che H sono tangenti
all' ellissoide).

Nel caso dei cristalli appartenenti ai sistemi rombico, monoc1ino e tric1ino le tre
permeabilità elettriche principali hanno valori diversi. Lo studio della propagazione viene
svolto seguendo un procedimento analogo a quello già visto, ma un poco più complicato. l
Si trova che le due possibili onde che possono propagarsi in una generica direzione hanno
generalmente velocità di fase diverse e che, quindi esse vedono indici di rifrazione diversi.
Entrambi gli indici dipendono dalla direzione. La superficie degli indici è simmetrica
rispetto ai piani coordinati del sistema di assi principali e, per questo, è sufficiente
rappresentarla in un solo ottante, come nella Figura 3.3. Anche in questo caso, la direzione
in cui si trasmette l'energia è quella delle normali alla superficie degli indici nei due punti
di intersezione con la semiretta che rappresenta la direzione di propagazione. Le due parti
della superficie si toccano in quattro punti (i punti P e Q e i loro simmetrici rispetto al piano
xy). Tali punti identificano due particolari direzioni di propagazione in cui gli indici di
rifrazione delle due onde coincidono, come nel caso dell' asse ottico dei cristalli uniassici.
Anche queste direzioni sono dette "assi ottici"; poiché esse sono due, i cristalli appartenenti
ai sistemi rombico, monoc1ino e tric1ino sono detti "biassici".

l Si veda ad esempio: L. Landau, E. Lifchitz, Physique Theorique, Vol. VIlI (Electrodinamique des
milieux continus), Ed. MIR, Moscou, 1969, § 79.
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z asse ottico

asse ottico

,,,
Q'~

x
,

,,,,,,

y

Figura 3.3

10.4 Riflessione e trasmissione sull'interfaccia fra un mezzo isotropo
e un cristallo uniassico

Un' onda piana uniforme, proveniente da un mezzo isotropo (mezzo l), incide normalmente
sulla superficie piana di un cristallo uniassico (mezzo 2, vedi Figura 4.1). La fase del campo
incidente è costante sull' interfaccia, cosicché le fasi dei campi riflesso e trasmesso sono pure
costanti. Dunque anche le onde riflessa e trasmessa si propagano in direzione perpendicolare
all'interfaccia (asse z). Il cristallo è orientato in modo che l'asse ottico formi l'angolo e
rispetto all'asse z. Gli assi x, y, posti sull'interfaccia, sono orientati in modo che l'asse y sia
perpendicolare all' asse ottico.

Se l'onda incidente è polarizzata linearmente con il campo elettrico perpendicolare
all'asse ottico (Figura 4.1a), l'onda trasmessa è un' onda ordinaria (solo così lapolarizzazione
dei campi tangenziali è identica a sinistra e a destra dell' interfaccia). Analogamente, quando
l'onda incidente è polarizzata linearmente con il campo magnetico perpendicolare all'asse
ottico (Figura 4.1b), l'onda trasmessa è un' onda straordinaria. Infine, se l'onda incidente è
polarizzata in modo diverso dai precedenti, essa può sempre essere scomposta in due onde
polarizzate linearmente nelle direzioni suddette; in questo caso, nel cristallo, si hanno
assieme sia l'onda ordinaria che quella straordinaria.

Nel caso di Figura 4.1a i campi nei due mezzi sono:

EJ =Uy (Ae -jkoDI Z + r' Aejko DIZ)

Ae -jkoDIZ- r Aejko DIZ
HJ = -ux

z<o

1
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"2=
T' A U -jko n.L Z1Le

11'

z>O

o.
~I

8;°I o. straordinaria
~I

I
I

I
I

I
I

e

mezzo 2 Z

dove A è una costante, n) e 11)sono l'indice di rifrazione e l'impedenza caratteristica del
mezzo l e r', T' sono i coefficienti di riflessione e di trasmissione. Per determinare r', T'
bisogna imporre la continuità delle componenti tangenziali del campo elettrico e del campo
magnetico. Poiché nell'onda ordinaria E e " sono paralleli all' interfaccia (come nel caso in
cui il mezzo 2 è isotropo) si ottengono espressioni analoghe a quelle trovate nel Paragrafo
8 del Capitolo 2, in cui, però, l'indice di rifrazione del mezzo 2 è sostituito da quello visto
dall'onda ordinaria (n1.).Si ha:

r = 11'-11) = n) - n1.
11'+11) n) + n1.

,211' 2n)T =-=-
11'+111 nl + n1.

Nel caso di Figura 4.lh il campo elettrico dell' onda trasmessa forma con l'asse z l'angolo
<I>(vedi Equazione 2.11). In questo caso siha:

z<O

z>O

x t (;
I X

onda incidente :;I o. ordinaria onda incidente
il

I I
f

I

:rs
J:

:rs Ls
mezzo ) mezzo 2 z mezzo) O

a b

Figura 4.)
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dove B è una costante e ['", T" sono il coefficiente di riflessione e il coefficiente di
trasmissione. Imponendo la continuità delle componenti dei campi secondo x e y e
ricordando la (2.14) si trova facilmente: (

['"= 11"sin<p-11) = n) - ii
11"sin<l>+ 11) n) + ii

T"= 211"
11" sin<l> + 11(

= 2n)

(n) + ii)sin<P

Infine, se l'onda incidente è polarizzata in maniera arbitraria si ha:

- A Ux + B U y - J'k n Z r AUx - ['" B Uy J'k n z
H) = e o I + e o l

11) 11)

z<O

Il
I

E = T' A u e-jkon.lZ+ T"B (sin<Pu + cos<Pu ) e -jko iiz2 Y x z

T"B -jkoiizT'A UX -jko n.l z + -sin<l>u y
e-e "

11' 11

z>O

1 'I

I

I

i

Merita particolare attenzione il caso in cui l'asse ottico è parallelo al piano d'interfaccia
e l'onda incidente è tale da determinare su questo piano un campo elettrico E2, polarizzato
linearmente a 45° rispetto all'asse ottico (Figura 4.2). In questo caso si ha:2

T"= 2n)
n( +nll

T'A = T"B

e il campo elettrico nel cristallo è dato da:

E =T'
A( -jkonllz + -jkon.lz

)2 uxe uye

Procedendo lungo z le fasi di E2xe di E2yvariano in maniera diversa, a causa della diversità
degli indici di rifrazione n.Le nll;pertanto, all' ascissa z, E2yè sfasata in ritardo rispetto a E2x
dell'angolo:

l Queste formule sono leggermente diverse da quelle del Capitolo 2 perché, a causa dell'inclinazione di
E2' la componente tangenziale ~x non è T"B, bensì T"Bsin<I>.

2 Nell'onda incidente deve aversi B = (T'ff")A. Poiché i coefficenti di trasmissione sono reali positivi
B e A devono essere in fase, e quindi l'onda incidente deve essere pure polarizzata linearmente, ma in
direzione diversa da 45°. La differenza in genere è piccola perché T'e T" non sono molto diversi.
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y

polarizzazione

circolare 7 t "" ottiro

x

z

AO

4 ( n..l - nll)

Figura 4.2

(4.1)

A causa dello sfasamento fra le componenti, la polarizzazione di Ez non si mantiene uguale
a quella iniziale, tranne che alle ascisse per cui lo sfasamento è un multiplo di 21t.Tali ascisse
sono

(m =1, 2, ...) (4.2)

Si ha pure polarizzazione lineare (in direzione perpendicolare a quella originaria) a metà
strada fra le posizioni suddette, dove le due componenti sono in opposizione di fase (vedi
figura). La polarizzazione diviene circolare quando le componenti sono in quadratura, cosa
che si verifica alle ascisse:

Ào

(2m-l) 41n.L+nlll
(m = 1, 2, ...) (4.3)

In tutte le altre posizioni la polarizzazione è ellittica.
Se il mezzo 2 è uno strato di spessore finito il calcolo dei coefficienti di riflessione e di

trasmissione deve essere modificato perché bisogna tener conto delle onde (ordinaria e
straordinaria) riflesse dalla seconda interfaccia.
Le precedenti considerazioni fanno però intuire che, anche in questo caso, la polarizzazione
cambia all'interno dello strato, e che sulla seconda interfaccia si ha una polarizzazione - in
generale ellittica, in casi particolari circolare o lineare - che differisce da quella dell'onda
incidente. Così la polarizzazione dell' onda trasmessa al di là dello strato è diversa da quella
dell' onda incidente. La trasformazione di polarizzazione fra r ingresso e l'uscita dello strato
dipende dalla differenza degli indici di rifrazione ordinario e straordinario e dallo spessore
dello strato. Questo fenomeno è sfruttato in Ottica per trasformare la polarizzazione di
un'onda luminosa.



396 Capitolo IO

Come si può immaginare, lo studio della riflessione e della trasmissione nel caso di
incidenza obliqua è più complicato, anche se non presenta particolari difficoltà concet-
tuali. Per questa ragione ci si limita a indicare alcuni risultati, senza entrare nel dettaglio
dei calcoli. Come nei mezzi isotropi, la direzione di propagazione delle varie onde è
sempre parallela al piano d'incidenza e viene sempre rispettata la legge della riflessione
(queste proprietà dipendono solo dal fatto che l'andamento delle fasi delle varie onde
deve essere identico sull'interfaccia).
Rispetto al caso dei mezzi isotropi la differenza più importante consiste nel fatto che si
hanno due onde trasmesse che si propagano in direzione diversa (fenomeno della
"doppia rifrazione"), con velocità di fase dipendenti dall'indice di rifrazione ordinario
(onda ordinaria) e dall'indice di rifrazione straordinario (onda straordinaria). Inoltre la
direzione dei raggi straordinari (cioè delle linee di flusso di S nell'onda straordinaria)
non è generalmente parallela al piano d'incidenza, essendo in genere diversa da quella
di propagazione.

l

'I

i~ I

Le onde elettromagnetiche emesse da molti apparati ottici, considerate entro distanze
non troppo grandi, sono descrivibili nei termini dell'Ottica Geometrica come fasci di
raggi paralleli. Poiché le variazioni del campo in direzione parallela ai fronti d'onda sono
apprezzabili solo entro distanze molto maggiori di À-o, lo studio della trasmissione dei
fasci paralleli attraverso un cristallo può essere assimilato a quello della trasmissione di
un' onda piana uniforme. Il fenomeno della doppia rifrazione determina la suddivisione
del fascio incidente in due fasci separati, cosicché l'energia elettromagnetica inizialmen-
te fluente in un fascio unico, viene suddivisa su due fasci separati.

La separazione dei fasci ha luogo anche nel caso di incidenza normale (Figura 4.3),
purché il fascio incidente sia polarizzato ellitticamente e l'asse ottico non sia perpendi-
colare al fascio. Ciò dipende dal diverso orientamento delle densità di potenza nel fascio
ordinario e in quello straordinario (vedi anche Figura 4.1). La polarizzazione dei fasci
trasmessi oltre il cristallo è ben determinata, essendo quella dell' onda ordinaria o
dell' onda straordinaria.

asse ottico
direzione di propagazione
nei due fascifascio incidente

(polarizz. ellittica)

.............

/
/

/
fascio ordinario

/ direzione

fascio ord.

fascio starordinario

;~
!~

/

/
/ cristallo uniassico

superficie
degli indici

direzione
fascio str.

Figura 4.3
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10.5 Effetto Kerr

L'azione di un'intenso campo elettrostatico sovrapposto al campo di un'onda ad altissima
frequenza (tipicamente nella regione ottica) fa sì che certe sostanze, naturalmente isotrope,
diventino anisotrope nei riguardi dell' onda. Questo fenomeno viene detto "effetto Kerr".
Esso èparticolarmente pronunciato incerti liquidipolari (es. solfuro di carbonio, nitrobenzolo)
costituiti da molecole che hanno polarizzabilità elettronica diversa nelle varie direzioni. In
assenza del campo elettrostatico l' anisotropia molecolare non provoca effetti macroscopici,
a causa dell' orientamento casuale delle molecole; I così la sostanza ha comportamento
isotropo. Il campo elettrostatico orienta le molecole e traduce in anisotropia macroscopica
l' anisotropia microscopica delle molecole stesse. Si noti che, a causa dell' altissima frequen-
za, l'orientamento delle molecole non risente del passaggio dell'onda e che, quindi, la
propagazione dipende solo dalla polarizzabilità elettronica delle molecole.

Indicando con Es l'intensità del campo elettrostatico e supponendo che questo sia diretto
secondo l'asse z, il tensore di permeabilità elettrica ha la forma seguente:

[

E'

E= EO :

o
E'

o

doveEoE' è la costantedielettricadel mezzo isotropoe a. è una costante caratteristicadel
mezzo. L'effetto è molto piccolo e, anche con i più alti valori di Es, risulta a.E~ «E'. La
struttura del tensore di permeabilità ~lettrica è analoga a quella che si ha in un cristallo
uniassico con asse ottico nella direzione del campo elettrostatico. I due indici di rifrazione
principali sono:

L'effetto Kerr può essere utilizzato per realizzare strati che trasformano la polarizzazione
di un'onda polarizzata linearmente in misura dipendente dal campo elettrico applicato. Il
meccanismo che determina la variazione della polarizzazione è quello visto nel paragrafo
precedente (vedi Figura 4.2). Il fatto che la birifrangenza dipenda dall'intensità del campo
elettrostatico permette di controllare il tipo di polarizzazione in uscita dallo strato variando
l'intensità del campo (cella di Kerr). Infatti, indicato con d lo spessore dello strato, la
trasformazione di polarizzazione dipende dalla quantità (vedi Equazione 4.1):

l Si noti che il campo dell'onda luminosa non ha alcuna influenza sull'orientamento delle molecole a
causa della sua frequenza moltoelevata. Unsemplice modello di questo meccanismo è discusso in A.R.
Von Hippel, Dielectrics and Waves, M.I.T press, 1966 (student edition), p. 274.
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(n 1..- nll)d -

À,o -

dove:

K = - a/(2n 1..Ào) (costante di Kerr)

Il campo che induce la birifrangenza può in effetti variare nel tempo, purché le variazioni
siano tanto lente da permettere un'efficace orientamento delle molecole polari. Come si è
visto nel Capitolo l, anche campi che variano a frequenze dell' ordine di parecchi megahertz
o decine di megahertz sono sufficientemente lenti da questo punto di vista. Dunque la
polarizzazione in uscita dalla cella di Kerr può essere controllata con buona rapidità.

10.6 Propagazionein un mezzo giroelettrico

Come si è visto nel Paragrafo l, un materiale isotropo sottoposto all'azione di un campo
magnetostatico di induzione Bodiviene giroelettrico, con il vettore di girazione diretto come
Bo. La direzione di Bo costituisce un asse principale del tensore f:' mentre gli altri due assi
possono essere scelti ad arbitrio. Prendendo l'asse z nella direzione di Bo si ha:

o

o

ovvero:

§. E =Eo (E 1..Exux + E1..EyUy + EliEzuz) + jEo guz X E =

=£O(E 1.. E1..+ jguz x E 1..)+ EOEIIEzuz

Considerando un'onda piana del tipo (2.3), sostituendo nelle equazioni di Maxwell e
ripetendo i passaggi che hanno portato alle (2.4) e (2.5), si ottengono le seguenti equazioni: l

H=-LuxE
joo~o (6.1)

I La (6.2) differisce dalla (2.5) solo per la presenza del termine aggiuntiva dipendente da g (nell'Equa-
zione (2.5) si era posto E.L= n~, 91= ni).
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(6.2)

La (6.2) pennette di determinare y per ogni direzione di propagazione. I calcoli sono più
semplici se ci si limita a considerare le onde che si propagano in direzione parallela o
perpendicolare al campo magnetostatico.

PROPAGAZIONE NELLA DIREZIONE DEL CAMPO MAGNETOSTATICO In questo caso si ha

u =:t uZ' secondo che l'onda si propaghi nel verso di Bo o nel verso opposto. Si ha inoltre:

(u x E) x u =(:tuz x E) x (:tuz) =(uz x E.1) x Uz=E.1

Sostituendo nella (6.2) e uguagliando le componenti omonime si ottiene:

(k6 c.1 + y2 ) Ex - j gk6 Ey =O

jgk6Ex +(k6c.1 +y2)Ey =O

Le prime due equazioni ammettono soluzioni non banali solo se il determinante del sistema
è nullo. Annullando il determinate si ha:

ovvero k 2 2 k 2
Oc.1 +y =:tg O

Si ottengono i due seguenti valori di y.

Sostituendo questi valori nel sistema si trova:

In definitiva si ottengono le due seguenti possibili fonne del campo elettrico:

E( =A(ux - juy)eIjl3lz (onda cic1otronica) (6.3a)

(onda anticiclotronica) (6.3b)

dove A e B sono costanti arbitrarie e inoltre

~( = ko.Jc.1 - g

~2 = ko .Jc.1 + g

(costante di fase dell'onda cic1otronica) (6.4a)

(costante di fase dell'onda anticic1otronica) (6.4b)
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Se PIe P2sono reali le onde si propagano. Nelle (6.3) il doppio segno all'esponente dipende
dal fatto che sono state consider;lte onde che si propagano nel verso di Bo(segno -) e nel verso
opposto (segno +). Entrambe le onde hanno polarizzazione circolare,levogira o destrogira
secondo il verso di propagazione (Figura 6.1). Nelle onde ciclotroniche il verso di rotazione
è positivo rispetto a Bo, indipendentemente dalla direzione di propagazione; nelle onde
anticiclotroniche il verso di rotazione è quello negativo. Le onde ciclotroniche
(anticiclotroniche) prendono questo nome per il fatto che il verso di rotazione è coincidente
(opposto) a quello di un elettrone che compie il moto ciclotronico intorno al campo
magnetostatico. Utilizzando la (6.1) si trovano i campi magnetici per i due tipi di onde:

H =~(u + ju )e:tj~1z
1 111 y x

(onda ciclotronica)

(onda anticiclotronica)

dove:

110 -

111= ~e.l + g

li I
I Le due onde sono di tipo TEM perché sia Ez che Hz sono nulli.

I I
Il

PROPAGAZIONE IN DIREZIONE PERPENDICOLARE AL CAMPO MAGNETOSTATICO Siccome

tutte le direzioni perpendicolari a Bo sono fisicamente equivalenti, si può supporre che la
direzione e il verso di propagazione siano quelli dell'asse x (u =ux)' senza che questo
diminuisca la generalità dei risultati. Si ha:

i I.

I
Bo -------..

<I).cu
'2o....
(5
U
Ti
<I)

~
!::
o

Figura 6.1

0Z

~
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Pertanto, sostituendo nella (6.2) si ottiene:

o = k~ (E1-Ex - jg Ey )

- yZEy = k~ (E1-Ey + jg Ex)

L'ultima equazione è disaccoppiata dalle altre due. Pertanto si ha una soluzione in cui la
componente Ez è nulla, mentre le altre due componenti sono diverse da zero e soddisfano il
sistema costituito dalla prima coppia di equazioni. Come si verifica immediatamente
annullando il determinate del sistema, in questa soluzione si ha il seguente valore di ye la
seguente relazione fra Ex e Ey:

Un'altra soluzione è quella in cui le prime due equazioni sono verificate identicamente
ponendo Ex =Ey =O.Dall'ultima equazione si ottiene

Alle due soluzioni suddette corrispondono onde piane i cui campi elettrici sono del tipo:

Et =A(~u +u )e-j[3lx
£ x y1-

Ez = B Uz e - j[32 x

(6.5a)

(6.5b)

dove A e B sono costanti arbitrarie e

(6.6)

".
..
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Se ~l e ~2 sono reali le due onde si propagano e le velocità di fase sono diverse. I campi
magnetici, ottenuti dalla (6.1), sono:

HI =~u e-j~lx
111 z

dove:

H2 =-~u e-W2x
112 y

L'onda che ha la costante di fase ~I è di tipo TM, l'altra è un' onda TEM. In entrambe le onde
il campo magnetico è polarizzato linearmente, parallelamente a Bo (nella prima onda), o
perpendicolarmente a Bo e alla direzione di propagazione (nella seconda onda). Il campo
elettrico è polarizzato ellitticamente nel piano perpendicolare a Bo (nella prima onda) e
linearmente nella direzione di Bo (nella seconda onda).

10.7 Caso del magnetoplasma

Nel caso del magnetoplasma senza collisioni si ha (vedi Equazione 6.9b, Capitolo l):

Sostituendo nelle (6.4) si trovano le seguenti espressioni delle costanti di fase di un'onda
piana uniforme che si propaga nella direzione di Bo:

Il (onda cic1otronica) (7.la)

(onda anticic1otronica) (7.1b)

Lo studio di queste funzioni rivela che ~I è reale al disotto della pulsazione cic1otronicae al
disopra della pulsazione:

(

O)

)

2 O)
O) = l £.+ O)2 + £.

l 1 2 p 2
(7.2)
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Invece ~2è reale al disopra della pulsazione

(7.3)

Ne consegue che l'onda ciclotronica non si propaga nel campo di frequenze compreso fra <Oe
e 00\,mentre l'onda anticiclotronica non si propaga al disotto di ~.

I diagrammi di dispersione delle due onde sono rappresentati nella Figura 7.1. Il paragone
di questa figura con il diagramma di dispersione del plasma isotropo (vedi Figura 4.1,
Capitolo 2) mostra che il campo magnetostatico fa apparire una banda di frequenze (al disotto
della frequenza ciclotronica) in cui è possibile la propagazione. In questo campo di frequenze
è possibile la propagazione della sola onda ciclotronica, e quindi la polarizzazione del campo
è invariabilmente circolare, nel verso ciclotronico. Inoltre, l'unica curva di dispersione che
nel plasma isotropo esiste al disopra della frequenza di plasma si suddivide in due curve
distinte, una per l'onda ciclotronica, l'altra per quella anticiclotronica. La propagazione
dell'onda anticiclotronica diviene possibile al disopra di ~ (che corrisponde ad una
frequenza un poco più bassa della frequenza di plasma), mentre la propagazione dell'onda
ciclotronica diviene possibile al disopra di 00(,(cioè un poco al disopra della frequenza di
plasma). Nella banda delimitata da COIe ~ è possibile la propagazione della sola onda
anticiclotronica, cosicché, in tale banda, la polarizzazione del campo è invariabilmente
circolare nel verso anticiclotronico. Al disopra della frequenza <O(entrambe le onde si
propagano. Nel caso più generale, in cui sono presenti sia l'onda ciclotronica che quella
anticiclotronica, la polarizzazione del campo è generalmente ellittica. Però, a causa della
diversità delle velocità di fase delle due onde, la polarizzazione cambia procedendo lungo
la direzione di propagazione (vedi paragrafo successivo).

00 propagazione nella direzione
del campo magnetostatico

~I

onda
cic1otronica

001

OOp

002
'"

'"
'"

'"

- - - -"".::::- - - - - - -'"
"'"'" ~I

OOc

o

Figura 7.1
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Utilizzando le (6.6) si trovano le seguenti espressioni delle costanti di fase delle onde che
si propagano in direzione perpendicolare a Bo:

~I = 00 /1c (7Aa)

(7Ab)

I corrispondenti diagrammi di dispersione sono mostrati nella Figura 7.2.
L'onda TEM (campo elettrico polarizzato linearmente nella direzione di Bo) ha la stessa

curva di dispersione di un' onda che si propaga nel plasma isotropo. Ciò avviene perché, con
questo tipo di polarizzazione, le oscillazioni degli elettroni liberi non sono influenzate dalla
presenza del campo magnetostatico, avvenendo nella sua stessa direzione. Il campo
magnetostatico ha invece influenza sulla propagazione dell' altra onda (quella con il campo
elettrico agente sul piano perpendicolare a Bo). In quest' onda l'effetto del campo magnetico
si manifesta con l'apparizione di due bande di frequenza in cui si ha propagazione,
precisamente:

I valori di 001e Wzsono dati dalle (7.2) e (7.3). Al disopra di 001sono possibili entrambi i tipi
di propagazione e la polarizzazione del campo muta procedendo nel verso di propagazione
(vedi paragrafo successivo).

Si noti che a frequenze molto maggiori di OOptutti gli effetti del plasma, inclusi quelli
giroelettrici, tendono a scomparire.

O) propagazione in direzione

perpendicolare al campo
magnetostatico

~2
131

- j~ ~ - - - ~ - - - - - -
/ 7' =

0)1

0)0' - - -

O)p

0)2

o)c

/

- - -~ - - - - - - - - - - - - - - - - -
/

/
/

/
/

o

Figura 7.2
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10.8 Effetti magnetoottici

In Ottica gli effetti dell'anisotropia indotta dal campo magnetostatico vengono detti
"magnetoottici". Fra questi il più noto è l'effetto Faraday che, ad esempio, si manifesta nella
situazione sperimentale illustrata in Figura 8.1.

Un fascio di luce polarizzata linearmente attraversa una lastra trasparente di materiale
isotropo, posta fra le espansioni polari di un magnete che permette di creare un intenso campo
magnetico nella direzione di propagazione. Quando si applica il campo magnetico il fascio
che emerge dalla lastra è ancora polarizzato linearmente, ma in direzione diversa da quella
originaria. L'angolo e (rotazione di Faraday) è dato da

(8.1)

dove d è lo spessore della lastra e V (costante di Verdet) dipende dal materiale.
Alla luce di quanto visto nel Paragrafo 6la spiegazione dell'effetto è semplice. Il fascio è
assimilabile adun' onda piana uniforme che sipropaga in direzione del campo magnetostatico.
Il campo dentro la lastra è dato dalla sovrapposizione di onde ciclotroniche e anticiclotroniche;
supponendo di poter trascurare le riflessioni sulle interfacce ariallastra, si hanno due sole
onde, che si propagano nello stesso verso. Pertanto il campo elettrico all'interno della lastra
è rappresentato dalla seguente espressione:

(8.2)

Supposto che l'origine 'sia posta sulla prima interfaccia e che il campo incidente sia
polarizzato secondo la direzione x, si ha:

lastra trasparente
:

~
EII

I .,~.
I , , , , fascIO

".". luminoso

Figura 8.1
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dove Eouxrappresenta il campo incidente in z =O.Questa espressione permette di valutare
le costanti A e B. Si trova immediatamente:

Sostituendo nella (8.2) si ottiene:

Ponendo

si ha
I I

,[I

Quindi, sostituendo nell'espressione precedente e introducendo il vettore di polarizzazione

p =Uxcos Dz + Uy sen Dz

si ottiene:

Il

Questa espressione differisce dalla solita rappresentazione dell' onda piana per il fatto che p
non è costante. Essa mostra che all'interno della lastra il campo è polarizzato linearmente in
direzione variabile, perché p è reale e dipende da z. Si vede immediatamente che p forma con
l' assex l'angolo Dz.Pertanto, sull' interfaccia d' uscitadalla lastra la direzionedi polarizzazione
risulta motata rispetto alla direzione originaria dell'angolo

I

, ,I

8=Dd

Introducendo le (6.4) si ottiene:

(8.3)

Si osserva che D dipende da Bo, in particolare attraverso g. Si osserva inoltre che D si annulla
quando g =O, cioè quando il campo magnetostatico è nullo. Pertanto, immaginando di
espandere la funzione D =D(Bo) in serie di potenze intorno a Bo =O e di trascurare tutti i
termini della serie tranne il primo, si ottiene un'espressione del tipo
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doveV = (dD/dBO)B=o. Sostituendonell'espressionedi e si trova la (8.1).Trascuraretutte
le potenze di Bo nell~ sviluppo in serie è lecito se Bo è sufficientemente piccolo. In pratica,
nei dielettrici l'approssimazione è ottima anche per i più alti valori di Bo che si raggiungono
comunemente. Si noti che D cresce con 00,cosicché, alle frequenze ottiche, la rotazione di
Faraday può essere apprezzabile anche con piccoli valori di g.1

Un altro effetto magnetoottico è il cosiddetto effetto Cotton-Mouton. Questo effetto dà
luogo a variazionidi polarizzazioneanaloghea quelle dell'effetto Kerr, anchese le sue
origini sono totalmente diverse. L'effetto Cotton-Mouton simanifesta quando la propagazione
avviene in direzione perpendicolare al campo magnetostatico. Un'onda piana polarizzata
linearmente a 45° rispetto al campo magnetostatico eccita dentro il materiale due onde, una
con il campo magnetico polarizzato linearmente nella direzione di Bo, l'altra nella direzione
perpendicolare. Le onde si propagano con velocità diversa, cosicché la polarizzazione
cambia periodicamente da lineare a circolare e viceversa, come mostrato nella Figura 4.2.
La polarizzazione circolare si ottiene alle distanze per cui lo sfasamento fra le due onde (che
sono in fase nellasezionez = O)è pari a un multiplo dispari di 1tI2.Tali distanze sono

(m = 1, 2, ...)

dove ~I e ~2 sono dati dalle (6.6).

I Nel magnetoplasma la rotazione di Faraday si presenta a frequenze più alte di IDI'perchè solo in questo
campo di frequenze si propagano sia l'onda ciclotronica che quella anticiclotronica. Tuttavia se la
frequenza è troppo alta, la rotazione di Faraday diviene trascurabile, come tutti gli altri effetti del
plasma. Nel caso del magnetoplasma l'espressione esatta di D può essere ottenuta introducendo le(7.1)
nella (8.3).
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Campi aperiodici

Lo studio dei campi aperiodici ha notevole importanza per la progettazione dei moderni
sistemi digitali ad alta velocità e dei sistemi di telecomunicazione ad alta frequenza, che
generano campi non esattamente monocromatici. Inoltre esso interessa nei problemi di
Compatibilità Elettromagnetica, che riguardano la prevenzione delle interferenze fra appa-
rati elettronici e la protezione dai disturbi.

Questo capitolo contiene alcuni elementi introduttivi allo studio dei campi aperiodici nei
mezzi lineari, stazionari, spazialmente non-dispersivi e isotropi. Nel primo paragrafo viene
discusso un metodo generale di analisi basato sulla possibilità di rappresentare il campo e le
sorgenti come sovrapposizione di infiniti contributi infinitesimi oscillanti a tutte le frequen-
ze; questo metodo permette di ricondurre l'analisi dei campi aperiodici a quella dei campi
monocromatici. Esso è applicato allo studio delle onde aperiodiche nello spazio libero
(Paragrafo 2), nelle linee di trasmissione (Paragrafi 3-4) e nelle guide d'onda (Paragrafi
4-5). Nell'ultimo paragrafo viene considerata la propagazione dei segnali quasi-sinusoidali
e viene introdotto il concetto di "velocità di gruppo".

11.1 Studio dei campi aperiodici nel dominio della frequenza

In tutte le situazioni reali le sorgenti agiscono per intervalli di tempo finiti ed emettono
energie finite. Ne consegue che il campo, considerato in una generica posizione, è nullo
prima di un certo istante e si azzera rapidamente dopo un certo altro istante. È quindi lecito
assumere che i campi e le densità di carica e di corrente siano funzioni a quadrati sommabile
rispetto al tempo e che, quindi, esse possano essere rappresentate mediante i seguenti
integrali di Fourier (vedi Appendice F):

\

00

1
f
- .

E(r, t) = J2it E(r, (0) eJOJtdoo

00

1

f
- .

D(r, t) = J2it D(r, (0) eJOJtdoo

00

1

f
- .

H(r, t) = J2it H(r, (0) eJOJtdoo

00

1

f
- .

B(r, t)= J2it B(r, (0)eJOJtdoo



410 Capitolo Il

00

J(r, t)= k fj(r, oo)eJootdoo

l 00
per, t)=- f

- .
.J2it per, (0) eJcotdoo

Lequantità E(r, (0), , per, (0) sonoletrasformatediFourier(o"spettri")diE(r, t),...,
per, t). Ad esempio si ha:

00
- l

f
"

E(r, (0) =.J2it E(r, t) e-Jootdt

Nel seguito E, H, ..., P verranno detti "campi nel dominio del tempo" e i loro spettri "campi
nel dominio della frequenza". Poiché i campi nel dominio del tempo sono funzioni reali gli
spettri godono della proprietà:

- -
E(r,-oo)=E*(r, (0) H(r,-oo)=H*(r, (0) ecc.

Grazie a questa proprietà gli integrali di Fourier possono essere riscritti considerando come
dominio d'integrazione il solo semiasse positivo delle frequenze; ad esempio, come il lettore
può facilmente verificare, si può scrivere:

[2f
OO - "

E(r, t) = V; Re[E(r, (0) eJoot]doo. o
(1.1)

"'I

ill"l

Questa rappresentazione evidenzia il fatto che i campi aperiodici possono essere visti come
un sovrapposizione di campi sinusoidali oscillanti a tutte le frequenze, rappresentati da fa-
sori infinitesimi del tipo

Il [2-
V; E(r, oo)doo

Considerando le trasformate delle equazioni di Maxwell nel dominio del tempo si verifica
immediatamente che gli spettri sono collegati dalle equazioni:

Il

- --
Vx H= jooD+J

V x E= -joo B

il V.D=p

V.B=O

I
il
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Queste equazioni sono formalmente identiche alle equazioni di Maxwell per i fasori di un
campo monocromatico. La stessa analogia viene osservata trasformando le condizioni sulle
superfici di discontinuità e le equazioni costitutive del tipo (2.5) (2.6) del Capitolo l;
pertanto, seguendo un procedimento identico a quello descritto nel Paragrafo 5 dello stesso
capitolo, si trova che nei mezzi lineari, stazionari, spazialmente non dispersivi gli spettri del
campo elettrico, del campo magnetico e della densità della corrente impressa soddisfano
relazioni formalmente identiche a quelle dei campi monocromatici. Ad esempio, se il mezzo
è isotropo, si ha:

V'xH=j<o£E+Jo

-+ -- -
nx(H -H )=Js

V' x E = - j<o /l H

nx(E+ -E-)=O

dove Jo e Js sono gli spettri delle densità delle correnti impresse.) Le permeabilità sono
definite da relazioni del tipo (5.6), Capitolo l.

Grazie all'analogia formale fra leequazioni validepergli spettrieperi campi monocromatici,
lo studio dei campi aperiodici nei mezzi lineari, stazionari, spazialmente non dispersivi2può
essere ricondotto a quello dei campi monocromatici, studiando i campi nel dominio della
frequenza invece che nel dominio del tempo. Il procedimento generale è il seguente: dalle
correnti impresse e dai campi tangenziali al contorno - che sonoassegnatinel dominiodel
tempo - vengono dedotte le corrispondenti quantità nel dominio della frequenza, calcolando
le trasformate di Fourier; queste quantità vengono utilizzate come dati per determinare il
campo nel dominio della frequenza, mediante procedimenti identici a quelli usati in regime
sinusoidale; infine viene determinato il campo nel dominio del tempo, calcolando le
trasformate inverse elencate all'inizio di questo paragrafo.

11.2 Campi aperiodici nello spazio libero

Tutti i risultati già noti per i campi monocromatici possono essere utilizzati per studiare i
campi nel dominio della frequenza. Ad esempio gli spettri del campo elettrico e del campo
magnetico generati da una sorgente elettrica agente in un mezzo isotropo, omogeneo e
illimitato, possono essere ricavati dalle formule

E = -V'<i>-j<oA

B=/lH=V'xA

(2. la)

(2.1b)

dove A = A (r, <O)e <i>= <i>(r, <O)sono i potenziali di Lorentz nel dominio della frequen-
za. Come per i potenziali di un campo monocromatico si ha:

I Se si considerano sorgenti magnetiche si hanno equazioni duali.

2 L'assenza della dispersività spaziaIeè inessenziale; essa viene presupposta al solo scopodi considerare
gli stessi mezzi nei quali, in questo testo, sono stati trattati i campi monocromatici.
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(2.2)

- V2 -
<P=--V.A

joo (2.3)

dovev=oolk= 1/..Jfii è la velocità di fase alla frequenza 00.Da queste equazioni si deduce

2 2 2 -
2 - 00 - v 2 - 00 - l V. JoV <I>+-<P=--V.(V A+-A)=--

v2 joo v2 e joo

ovvero, introducendo lo spettro della densità della carica impressa Po:

2 -
V2 <P +~ <P =- Po

v2 e (2.4)

Come discusso nell' Appendice G e nel Capitolo 7, le soluzioni delle equazioni (2.4) e (2.2)
sono:

il
'Il.

:11

Il

I
,Il

1\\

- 1 e-j(oo/v)R
<P(r, oo)=- fpo(r', (0) dV'4ne R

v
(2.5a)

e-j(OO/v)R
A(r, oo)=~ fjo(r', (0) dV'

4n R
v

(2.5b)

(i simboli sono quelli della Figura 2.1, Capitolo 7). Considerando le trasformate inverse delle
(2.1) e usando la (F.7) si ottiene:

E=-V<p- dA
dt (2.6a)

1'/

B=VxA (2.6b)

dove <pe A sono i potenziali nel dominio del tempo:

00

<per, t) = 1'-1 [<P(r, (0)] = k f <P(r, (0) ejoot doo (2.7a)

00

A(r, t)=1'-I[A(r, (0)]= k fA(r, (0) ejootdoo (2.7b)

I
Il'I
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Le (2.5), (2.6), (2.7) pennettono, in linea di principio, di calcolare i campi. Se il mezzo è
dispersivo il calcolo è reso difficile dalla presenza della funzione v =v(oo)nelle (2.5).

Se il mezzo non è dispersivo (esempio il vuoto) il calcolo delle antitrasfonnate è sempli-
ce e i potenziali A e 00possono essere espressi direttamente in funzione delle sorgenti nel
dominio del tempo. Poiché in questo caso la velocità vè costante, si ha (vedi Equazione F.5):

Po (r', (0) e-j(oo/v)R =j"[po (r' , t - R/v)]

jo (r', (0) e-j(OO/v)R = j"[Jo (r', t - R/v)]

Pertanto, sostituendo nelle (2.5) risulta:

<i»(r, (0) = j"

[

~ fl. Po(r', t - R/V)dV'
]

41t£ R
v

A(r. 0» = 1"[:n [~ J,,(r', t - R/v)dV' ]

Si ha quindi:

1
f

1
<p(r, (0)=- - po(r', t - R/v)dV'41t£ Rv

(2.8a)

A(r, t) = ~ f l. Jo (r' , t - R/v)dV'41t R
v

(2.8b)

Queste espressioni sono note come "fonnule dei potenziali ritardati". Esse indicano che
l'elemento di sorgente collocato nel punto r' fa sentire il suo effetto nel punto di osservazione
r con il ritardo R/v. Il ritardo è uguale al tempo necessario a percorrere alla velocità v la
distanza fra il punto d'osservazione e il punto sorgente.

. È interessante osservare che nel caso di un mezzo non dispersivo i potenziali <pe A soddisfano
le seguenti equazioni, ottenute considerando le trasformate inverse delle (2.2) e (2.4):

(2.9)

Le equazioni di questa forma sono note come "equazioni delle onde". La loro soluzione nello spazio
libero è data dalle formule dei potenziali ritardati. .

/
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Le sorgenti che si incontrano nella realtà hanno ampiezze spettrali sensibili solo entro
bande limitatedi frequenza.Facendoriferimentoalle lunghezzed'onda Àmaxe Àminagli
estremi della banda, è possibile definire la zona di radiazione, quella di Fresnel ecc. così da
considerare le approssimazioni a grande distanza viste nel Capitolo 7. Per le sorgenti di cui
sono già note le espressioni del campo a grande distanza nel caso monocromatico, i campi
nel dominio del tempo possono essere determinati direttamente considerando le trasformate
inverse di queste espressioni. Ad esempio, la zona di radiazione di un dipolo hertziano di
lunghezza d << Àmin inizia a distanze dell' ordine di l °Àmax' In questa zona il campo generato
dal dipolo è rappresentato nel dominio spettrale da relazioni analoghe alle (6.5) del
Capitolo 7. Si può quindi scrivere direttamente

dove i = i (co)rappresenta lo spettro della corrente 1= I(t) che attraversa il dipolo ejcoi quel-
lo della sua derivata:

Il
l' (t) = dI (t)

dt

Se il mezzo non è dispersivo, considerando le trasformate inverse di Ea e Ha si ottiene:

~

I.
I

i~'

l/i
:.1

1:a(r, e, t) =11l' (t - r Iv)~sinev 4nr :Ha(r, e, t) = 1:a(r, e, t)/11

Si nota che, in questo esempio, il campo nella zona di radiazione ha lo stesso andamento
temporale della derivata della corrente, a parte il ritardo rlv (vedi Figura 2.1).

I(t)

I
III

I O

l'
"

!
Ùt)

r. l'(t - ,Iv)

\ (-
01 '\ r r/v t

U
ilI
Il

Figura 2. 1
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l'(t-r/v)
r

ro

Figura2.2

Sempre nello stesso esempio, il campo in una data direzione dipende da r e da t attraverso
la funzione:

l' (t - r/v)
r

La Figura 2.2 rappresenta l'andamento spaziale di questa funzione, considerata in istanti
successivi, t) e t2' Esso è quello di un'onda aperiodica che si allontana dal dipolo con la
velocità v.

11.3 Propagazione di segnali aperiodici nelle linee di trasmissione

Si consideri una linea di trasmissione alimentata da una sorgente che genera un campo
aperiodico il cui spettro è confinato nella regione delle basse frequenze, in una banda in cui
si propaga il solo modo TEM (o quasi-TEM). Si ha:

E(x, y, z, O)=['vt(O)e-Y(OO)z+Vo(O)eY(OO)Z]eo(x, y)

H(x, y, z, 0)= ~o[vt(O)e-y(ro)Z-Vo(O)eY(OO)Z]hO(x, y)

dove eOe hOsono i vettori modali, ZOè l'impedenza caratteristica della linea, y(0) è la
costante di propagazione alla frequenza O)e, infine, vt(0), Vo (O) sono coefficienti per
ora non meglio specificati. Sostituendo negli integrali di Fourier introdotti all'inizio del
Paragrafo l si ottiene:

E(x, y, z, t)=V(z, t)eo(x, y) H(x, y, ~, t) =I(z, t)ho (x, y) (3.1)

dove:

(3.2a)
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I(z, t) = y+ (z, t) - Y- (z, t)
Z"

(3.2b)

00

+ l

f
-

( )
'

Y (z, t)= J2it Y;(oo)e-Y 00 zeJootdoo (3.3a)

00

Y-(z, t)=~ f\i:-(oo) eY(OO)zejootdooJ2it ° (3.3b)

Y(z, t) e I(z, t) rappresentano la tensione e la corrente nella sezione ze all'istante t. Le funzio-
ni Y+(Z,t) e V-(z, t) rappresentano onde di tensione che si propagano nei due versi dell' asse
z. Le funzioni Y+(z, t)/Zo e -V-(z, t)/Zo rappresentano le corrispondenti onde di corrente.

Indicando semplicemente con Y~ e Y(ji valori di y+ e di Y- nella sezione z=°,perle(3.3)
risulta evidentemente:

(3.4)

Pertanto si ha

Yo (00) = 'FYo(t) (3.5)

Dunque V;e Vo rappresentano gli spettri di Y~ e di Va' rispettivamente.

In molte applicazioni l'attenuazione della linea e la dispersività del dielettrico possono
essere trascurate (linea ideale); in questo caso si ha

'. y(oo)=joo/v (v = c/J€; = cost.)

e per le (3.3) e (F.5) risulta:

I

Il

Pertanto, dalle (3.3) si deduce:

y+ (z, t) = Y; (t - z / v) Y-(z, t)=Yo(t+ z/v)

Dunque, in una linea ideale la tensione e la corrente hanno la forma:

Y(z, t) =Y;(t - z/v)+ Yo(t+ z/v) (3.6a)

.il

I::
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I(z,t)= vt(t-z/v)-Vo(t+ z/v)
Z

(3.6b)

In particolare, se la linea è adattata al carico in tutta la banda d'interesse, si ha

V'o (m) = O e quindi risulta 'T(z, t) = O. Pertanto si ha:

La Figura 3.1 mostra possibili andamenti delle funzioni Vò (t - zlv) e VO (t + zlv) considerate

lungo la linea in due istanti successivi t\ e t2. Si nota che nei due istanti tali andamenti

differiscono solo per la traslazione v(t2 - ti) nel verso positivo o negativo di z; pertanto le
due funzioni rappresentano onde di tensione che sipropagano in versi opposti con la velocità
v. Nel propagarsi ciascuna onda mantiene immutata la sua forma; ciò dipende dal fatto che
le onde elementari che la compongono si propagano con la stessa velocità e senza
attenuazione; grazie a questo fatto esse traslano solidalmente e l'onda risultante trasla con
la loro stessa velocità senza deformarsi.

La dispersività del dielettrico determina una differenza fra le velocità di propagazione
delle onde elementari, che si combinano in maniera mutevole; in questo caso si ha il
fenomeno della "dispersione", che si manifesta come deformazione dell' onda. Generalmen-
te la dispersione tende ad allungare le onde e a smussarne le variazioni più brusche. Anche
l'attenuazione determina la deformazione delle onde; poiché l'attenuazione cresce con m,le
onde elementari di frequenza più elevata hanno peso decrescente al crescere della distanza
dal generatore; quindi, anche per effetto dell'attenuazione, la forma delle onde tende ad
addolcirsi durante la propagazione. Questi effetti possono divenire apprezzabili nelle lunghe
linee che trasmettono segnali a larga banda. Come si vedrà successivamente, l'effetto della
dispersione è molto più sentito nelle guide d'onda.

11.4 Studio della riflessione

La linea ideale indicata nella Figura 4.1 è alimentata da un generatore che fornisce la tensione

a vuoto U = U(t). Le impedenze Rg e RL del generatore e del carico sono resistive e
indipendenti dalla frequenza in tutta la banda occupata dallo spettro di U. Il tempo che le onde
impiegano per propagarsi dal generatore al carico è :

t =t l

z z

Figura 3.1
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R I. (t)
g 1..

D(I)cL;
.. cl

IL(t)..

~VL(t)
.

zo

Figura4.1

't = d/v

dove d è la lunghezza della linea.
In base alle (3.6) le tensioni e le correnti all'ingresso e all'uscita della linea sono date da

Vi(t) =V;(t) + Vi)(t) (4.1)

i~1
\1,

VL(t) = V; (t - 't) + Vi) (t + .'t) IL (t) =V;(t - 't) - Vi) (t + 't)Z"
(4.2)

Sostituendo nelle relazioni circuitali

si ottiene:

V; (t) - rg Vi) (t) =KU (t) (4.3a)

(4.3b)

dove:

R -Zo
r = g

g R + ZOg
rL = RL - ZO

RL + ZO
K= ZO

R +Zog
(4.4)

I

'Il
Dalla (4.3b) si ottiene:

(4.5)

I"
Quindi sostituendo nella (4.3a) si trova:
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(4.6)

Anticipando i tempi di 2m (n intero positivo) si ha pure:

Utilizzando ripetutamente questa formula per trasformare il secondo membro della (4.6) e
osservando che per tempi sufficientemente remoti tutte le tensioni sono nulle si ottiene
facilmente:

(4.7)

Inoltre, per la (4.5) si ha:

(4.8)

Utilizzando le (3.6), le due precedenti espressioni permettono di ricavare la tensione e la
corrente in una sezione e in un istante qualsiasi. In particolare, considerando le (4.1) e (4.2),
si ottengono le seguenti espressioni delle tensioni all'ingresso e all'uscita della linea:

00

rL(l+rg) L(rgrL)nU(t-2[n+1]'t)]
n=1

(4.9a)

(4.9b)

I seguenti esempi servono a meglio comprendere il significato di queste formule.

ESEMPIO l: LINEA ADA TI ATA Se RL =ZOsi ha r L =Oe risulta:

v; (t) = KU(t)

Vi (t) = KU (t)

Va(t) = o

VL (t) = KU (t - 't)

Non si ha onda riflessa e -a parte il ritardo 't -la tensione in uscita è identica a quella d'ingresso
(Figura 4.2).
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ESEMPIO 2: LINEA IN CORTOCIRCUlTO, GENERATORE ADATTATO In questo caso si ha

K= 1/2

Pertanto:

l
V;(t)=- U(t)2 Vo (t) =-1.. U(t - 2't)2

l
Vi (t) =-[U (t) - U(t - 2't)]2

'It
Il

La Figura 4.3 mostra l'andamento della tensione all'ingresso della linea nel caso in cui U è
un impulso rettangolare di durata T > 2't. La tensione risulta pari alla metà di U dall'istante

I

1

Figura 4.3

Rg J\U .
UVi

I

Zo VL

I t

zo

J\i .
d . I t

I

(\L
I
I .

1: I. t

Figura 4.2

J lu(t).tO 21: T
l

zo I

Ui(t) zo l I

d . I I l U(t - 21:)-2"
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di inizio dell'impulso fino all'istante in cui si ha il ritorno dell'impulso riflesso. Questo è
opposto a quello incidente e lo cancella. Nell'istante in cui U si annulla, il contributo
dell' onda incidente cessa di esistere e rimane solo quello dell' onda riflessa, che è negativo.
Vi si annulla dopo l'intervallo di tempo 2"ta partire da questo istante.

ESEMPIO 3: LINEA DISADATIATA ALL'INGRESSO E ALL'USCITA

un caso particolare, ad esempio:

Conviene considerare

R =.!.ZO
g 3

3
K=-

4
lr =--

g 2

In questo caso risulta:

9

[

l l l

]
VL(t) =- U(t -"t) -- U[t - 3"t]+- U (t - 5"t) - -U(t -7"t)+...

8 4 16 64

La Figura 4.4 mostra l'andamento della tensione in uscita quando U è un impulso
rettangolare di durata minore di 2"t.Il primo impulso è quello che arriva al carico attraverso
l'onda incidente prodotta dal generatore; tale onda viene riflessa dal carico, si propaga verso
il generatore e viene da questo riflessa nuovamente verso il carico, dando luogo al secondo
impulso; si ha ancora una riflessione sul carico e una successiva riflessione verso il
generatore, che si manifesta nel terzo impulso, e così via. I successivi impulsi sono distanziati
del tempo 2"tche le onde impiegano per propagarsi indietro e avanti lungo la linea. Si nota
che a causa delle riflessioni multiple il segnale trasmesso al carico differisce notevolmente
da quello prodotto dal generatore.

In generale la differenza fra gli andamenti di U e di VLè tanto maggiore quanto maggiore
è il disadattamento e quanto più rapidi sono i segnali. Per questa ragione i disadattamenti sono
da evitare in tutti i sistemi operanti con segnali veloci. I

d

~3Z0

..

_r,. , ..
O 't 3't 5't t

ltll,
zo

Figura4.4

l La differenza è trascurabile quando U varia pochissimo nel tempo 2't.
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11.5 Onde aperiodichein una guida

Lo studio della propagazione delle onde aperiodiche nelle guide è più complicato che nelle
linee a causa della dispersione e dell' esistenza della frequenza di taglio. In base alla (1.1) il
campo elettrico trasversale può essere rappresentato come segue:

Se la guida è adattata il campo nel dominio della frequenza è rappresentato dalla serie
modale:

ET =Lvt(ro)e -Yi (w)z ei (x, y)
i=1

dove l'i ed ej sono la costante di propagazione e il vettore modale elettrico per il modo i-esi-
mo e le funzioni vt (ro) non sono per ora meglio precisate. Pertanto, si ha:

ET(X, y, z, t)= lvt(z, t)ei(x, y)
i=1

(5.1)

dove:
/

vt (z,t)=~ jRe[Vt (ro)ejwt -Y; (W)z]droo
(5.2)

La (5.1) mostra che, anche nel caso delle onde aperiodiche, il campo elettrico trasversale può
essere rappresentato come sovrapposizione di onde modali, il cui comportamento dipende
dalle onde di tensione V~(z, t). Grazie all'ortonormalità dei vettori modali, dalla (5.1) siI

deduce:

vt(O, t)= JET (x, y, O, t).ei(x, y)dxdy
s

dove l'integrale è esteso alla sezione trasversale della guida. ~ertanto, se è noto il campo
elettrico trasversale nella sezione d'ingresso (z = O)è possibile determinare tutte le tensioni
modali nella stessa sezione. D'altro canto, per la (5.2) si ha:

(5.3)
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e quindi le funzioni vt(co) possono essere determinate come trasformate delle tensioni
modali nella sezione d'ingresso:

00
- 1

f
.

v+ (co) =- v+(O t) eJootdt
1 .J2it l '

(5.4)

~e la banda occupata dalle sorgenti si estende fino alla pulsazione cornaxle funzioni
vt (co) sono nulle per co>cornax'D'altro canto, se si indica con COila pulsazione di taglio del
modo i-esimo la (5.2) può essere riscritta considerando separatamente l'intervallo di
frequenze in cui le onde elementari sono attenuate e il rimanente intervallo, in cuì le onde si
propagano:

00.

vt (z,t)=~ fe-ai (oo)zRe[Vt (co)ejoot]dco +O

~jRe[Vt (co)ej[oot-l3i(oo)z]]dco
ooi

Se COiè maggiore di cornaxil secondo integrale è nullo e la tensione modale è costituita dai soli
contributi evanescenti; pertanto essa decresce rapidamente al crescere di z e l'ampiezza del
modo risulta trascurabile a distanza sufficiente dall'ingresso della guida. Dunque gli unici
modi che danno luogo alla trasmissione lungo la guida sono quelli per cui risulta COi< cornax.
Per questi modi, a distanza sufficientemente grande dall'ingresso si ha:

(5.5)

La velocità di fase delle onde elementari che figurano nella precedente espressione è data da

co

vf = ~i(co)

e dipende dalla frequenza (vedi Figura 3.1, Capitolo 3). Si ha quindi l'effetto di dispersione
discusso nel Paragrafo 3. A causa di questo effetto - anche nel caso di propagazione
unimodale - l'andamento temporale del campo in sezioni diverse è differente.

11.6 Propagazione di segnali quasi sinusoidali, velocità di gruppo

In molti casi d'interesse pratico interessa considerare segnali "quasi-sinusoidali" del tipo
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f(t) =a(t) cos [OOot+ $(t)] (6.1)

dove a(t) e $(t) variano molto poco nell'intervallo di tempo To =2wooo.Un esempio di
funzione quasi-sinusoidale è indicato in Figura 6.1 dove, per ragioni grafiche, Tonon è così
piccolo come dovrebbe. L'interesse per i segnali quasi-sinusoidali deriva dal fatto che essi
costituiscono la norma nelle telecomunicazioni e nel radar. Nelle telecomunicazioni le
informazioni (suoni, immagini, dati) vengono trasmesse "modulando" l'ampiezza o la fase,
ossia facendo variare opportunamente a(t) o $(t). La frequenza ood21tvienedetta "frequenza
portante" .

Lo studio dei campi quasi-sinusoidali può essere svolto in maniera abbastanza semplice
anche in presenza di dispersione, grazie a certe approssimazioni rese possibili dalla
peculiarità degli spettri dei segnali quasi-sinusoidali. Ponendo

A(t) = a(t) e j<l>(t)

la (6.1) può essere riscritta come segue:

f(t) =Re[A(t)ejOOot] =A(t)ejOOot + A*(t)e -jooot
2

Il suo spettro è dato da:

I/!

f (00) =1.:r [A( t)ejOOot]+1. :r[A* (t) e-jOOot]
.22

Quindi, indicando con A(oo)lo spettro di A(t), per la (F.6) si ha:

(

- 1 - 1 -
f(O) =- A(oo - 000)+ - A*(oo - 000)2 2

(6.2)

L'ipotesi di lenta variabilità di A(t) implica che A(oo) ha ampiezza sensibile solo in una
banda di frequenze [-Q, Q] molto più stretta di 000;pertanto lo spettro di f(t) è costituito da
due stretti picchi centrati intorno a 000e -000' come mostrato in Figura 6.?

Per le successive considerazione è pure utile osservare che, essendo A(oo) trascurabile
all'esterno della banda [-O, O], si ha:

a(t) f(t) = a(t) cos (Oot

..
t

Figura6.l
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I
-<00

I
<00

..
<O-o O O

- <00-O - <00+0

~ r
O <O

Figura 6.2

Q

A(t)= 1 f

-

.J2it A (O)) ej<o(dro-Q
(6.3)

Per ragioni di concretezza la propagazione dei campi quasi-sinusoidali verrà studiata
facendo riferimento al caso particolare della guida d'onda adattata, ma i concetti che
verranno esposti possono essere facilmente estesi ad altre situazioni in cui si verifica il
fenomeno della dispersione. Si suppone che nell'intorno della frequenza portante la guida
permetta la propagazione del solo modo dominante, e che quindi lo studio della propagazione
sia riconducibile a quello della sola tensione modale relativa a questo modo. Omettendo tutti
gli indici, la tensione modale in questione verrà indicata semplicemente con V(z, t). Sia:

v (O, t) = a(t) cos[roo t - <1>(t)] =Re [A (t)ejOOo(] (6.4)

la tensione modale nella sezione d'ingresso, che per ipotesi è quasi-sinusoidale. Per la (5.4)
e la (6.2) si ha:

- 1- 1-
V(ro) = -A(ro - 0)0)+-A*(ro - 0)0)2 2

Pertanto, sostituendo nella (5.5) si ha:

(6.5)
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A causa della piccolezza della banda compresa fra 0)0-Q e 0)0+ O, nel calcolo dell' integra-
le è lecito introdurre l'approssimazione:

(6.6)

dove si è posto:

.(,
(6.7)

L'approssimazione equivale a confondere la curva di dispersione (vedi Figura 6.3) con la
tangente nel punto (Po, 0)0).La quantità v prende il nome di "velocità 'di gruppo" ed è
proporzionale all'angolo ç; vf rappresentala velocitàdi fase alla frequenzaportanteed è
proporzionale all'angolo x.
Utilizzando la (6.6) si ha:

Pertanto, sostituendo nella (6.5) risulta:

O)

/

/

/
/

/

/

/
/

/

/

/
/

/

/
/

/

/

li"

/
/ x

"

Il

IV(O) I o

Figura 6.3
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ovvero, ponendo 00'=00 - <:00:

(6.8)

Per la (6.3) si ha

Q
l

f
- I jOJ' (t-z/v )

,J2it A(oo)e I g doo' = A(t - z / v ) =a(t - z / v )ejcI>(t-z/Vg)
-Q g g

Pertanto, sostituendo nella (6.8) si ottiene:

(6.9)

Se le velocità di fase e di gruppo avessero lo stesso valore v (come accade nella linea
ideale) la tensione dipenderebbe dall'unica variabile t - zlv e si propagherebbe alla velocità
v senza mutare forma. A causa della diversità esistente fra ledue velocità questo non avviene.
Si nota però che le funzioni

rappresentano onde che si propagano nel verso positivo di z con la velocità di gruppo, senza
mutare forma. Dunque le ampiezze e le fasi, osservate in due sezioni diverse, hanno lo stesso
andamento temporale e differiscono solo per un ritardo pari al tempo necessario a percorrere
la distanza fra le due sezioni alla velocità vg' In definitiva, nonostante la dispersione, le
informazioni contenute in un segnale modulato in ampiezza e/o in fase si trasmettono
fedelmente -almeno in prima approssimazione -ma ad una velocità diversa rispetto a quella
con cui si propagherebbe un'onda monocromatica alla frequenza portante.

Un'altra interessante conclusione riguarda la propagazione di un "treno d'onde" di
lunghezza limitata. II treno d'onde viene creato quando a(t) differisce da zero solo in un
intervallo di tempo limitato, ad esempio nell'intervallo [O.'t].l In questo caso la funzione
a(t - z/vg)' osservata lungo l'asse z in in un generico istante t, differisce da zero solo per i valori
di z che soddisfano la condizione

cioè entro l'intervallo

vit - 't) < z < vgt

l Poiché l'andamento temporale del campo è quasi-sinusoidale deve aversi 't» To.
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La lunghezza dell 'intervallo è vg't e, al variare di t, l'intervallo stesso si sposta con la velocità
vg (Figura 6.4). Quindi, come mostrato nel secondo diagramma in figura, la tensione modale
(e il campo) differisce da zero solo in una regione di lunghezza fissa vg't, che si sposta con
la velocità di gruppo. Dunque, l'energia elettromagnetica localizzata nel treno d'onde si
sposta con la velocità di gruppo; però l'energia -comelamassa-non può spostarsi a velocità
maggiore di quella della luce; pertanto la velocità di gruppo è soggetta alla limitazione
fondamentale:

(6.10)

Nessuna limitazione esiste invece per la velocità di fase. In base all'espressione (3.7) del
Capitolo 3 il lettore può facilmente verificare che nel caso della guida d'onda vale la
relazione:

V2
v =-

g vf
(6.11)

Questa espressione è in accordo con la (6.10), dato che nelle guide si ha vf> v, v::;;c.

z

Figura 6.4

1
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Formulario di analisi vettoriale

Simboli

I vettori sono indicati in grassetto, gli scalari in carattere normale.

r vettore di posizione di un punto
F =F(r) campo scalare
A =A(r) campo vettoriale
A modulo di A

Aa componente di A nella direzione orientata ex.
ua versore della direzione orientata ex.

prodotto scalare
prodotto vettoriale
operatore "nabla" (o "del")
operatore di Laplace
gradiente di F
divergenza di A
rotore di A
laplaciano di F e di A

x
V
V2
VF
V.A
VxA
V2F,V2A
aF aA-,-
aex. aex.

cap
V

Sv
S
L
n
dL

Q

JAodL
p

fAodL
L

derivata direzionale di F e di A nella direzione della retta orientata ex.

coseno dell'angolo fra le rette orientate ex.e ~
regione dello spazio tridimensionale
contorno di V
superficie
linea
versore normale ad una superficie orientata
spostamento infinitesimo lungo una linea orientata L

integrale di linea di A lungo L , orientata dall'estremo P all'estremo Q

circuitazione di A lungo la linea chiusa e orientata L
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fA. n dS
S

flusso di A attraverso la superficie orientata S

Condizionidi parallelismo,perpendicolarità,complanarità fra vettori

Se A, B, C sono vettori non nulli si ha:

AxB=O
A.B=O
A.BxC=O
nxA= O
n.A=O

(A e B sono paralleli) (Al)

(A e B sono perpendicolari) (A2)
(A, B e C sono complanari) (A3)

(A è perpendicolare alla superficie orientata S di normale n) (A4)
(A è tangente alla superfice orientata S di normale n) (A5)

Identità algebrichedi uso comune

I
I

I

a(A + B) =aA + aB (A6)
A.B=B.A (A7)

(A . A )112= A (A8)

Da . Da = l (A9)

A . Da = Aa. (A 10)
AxB=-BxA (AlI)

a(A . B) = (aA) . B = A. (aB) (AI2)

a(A XB) = (aA) XB = A X(aB) (A 13)
A.(B+C)=A.B+A.C (AI4)
Ax(B+C)=AxB+AxC (AI5)
A.BxC =C.AxB=B.CxA (AI6)

A X(B X C) = B (A . C) - C (A . B) (AI7)

Da X (A X D~ =A - Aa Da.(componente di A trasversale alla direzione a) (AI8)
(A XB) . (C XD) =(A.C) (B .D)- (A. D)(B . C) (AI9)

Il
Il

Identità differenziali di uso comune

Da . V F = òFòa

(Da. V)A =òAòa

(A20)

(A21)
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V'(F + G) =V'F + V'G

V'(FG) =F V'G + G V'F
V' . (A + B ) =V'. A + V' . B

V' (A . B) = A x V' x B + B x V' x A + (B . V')A + (A . V')B

V' . (FA) =F V' . A + A . V'F ,
V' . (A x B) = B. V' x A - A . V' x B

V' x (A + B ) =V'x A + V'x B
V' x (F A) = F V' x A - A x V' F

V' x (A x B) = A V' . B - B V' . A + (B . V')A - (A . V')B

V'xV'F=O
V'.V'xA =0
V'.V'F=V'2F
V'x V'x A =V'V'.A-V'2A

Rappresentazione dei vettori in coordinate cartesiane

(A.22)

(A.23)
(A.24)
(A.25)

(A.26)
(A.27)
(A.28)
(A.29)
(A.30)

(A.31)
(A.32)
(A.33)

(A.34)

In un riferimento cartesiano i vettori sono rappresentati mediante le componenti secondo gli
assi X,y, z (Figura A. la). Si ha:

A =Axox + Ay~y + Azoz
r =xOx + YOy+ zOz

°x . °x = °y . °y = Oz. Oz = l
° '0 =0 .11 =0 '0 =0x y y -z z x

°x X °y = 11z,°y x 11z= °x' 11zx °x = °y

A + B = (Ax + Bx) °x + (Ay + By) °y + (Az + Bz) 11z

A . B =AxBx + AyBy + AzBz

A = (Ai + A; + Ai)I/2

A x B =(AyBz- ~By) °x + (~Bx - AxBz)°y + (AxBy- AyBx)Dz

(A.35)
(A.36)

(A.37)

(A.38)
(A.39)

(A.40)
(A.41)
(A.42)

(A.43) .

A
z. z A z

)A {U,
-R 1Iq>

9 U cl>
Uy pl uR

',,; P
'f

O,L
Ux ° IZ ° / ue

y $ - y -- y
x ,. x

b
x

a c

Figura A.I
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d d dV'=u -+u -+u -
xdX YdY zdZ

d d d

B .V'=Bx dX + By dY + Bz dZ

(A.44)

(A.45)

d d d d
-=c -+c -+c -
da. xa dX ya dY za dZ

2 d2 d2 d2V' =V'.V'=-+-+-
dx2 dy2 dz2

dF dF dF
WF=-u +-u +-u

dX x dY y dZ z

V'.A =dAx + dAy + dAz
dX dY dZ

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

I
"
I
Il

(A.50)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

Rappresentazionedei vettori in coordinate cilindriche

In un sistema di coordinate cilindriche i vettori sono rappresentati mediante le loro
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componenti nelle direzioni dei versori fondamentali uR' U<I>'Uz(Figura Alb). Le direzioni
di uR e di u<I>dipendono dalla posizione del punto di applicazione (P) del vettore. Si ha:

A =ARuR + ~u<I> + Azuz

r =R uR + z Uz

uR . uR = u<I> . u<I> = Uz . Uz = 1

uR . u<I>= u<I> . Uz = Uz . uR =O

uR X u<I>=uz, u<I>X Uz =UR' Uz X UR =u<I>

A + B =(AR + BR) uR + (A<I>+ B<I» u<I>+ (Az + Bz) Uz

A . B =ARBR + A<I>B<I>+ AzBz

A =(A~ + A~+ A;)l/2
A x B =(~Bz - AzB<I» uR + (AzBR - ARBz) u<I>+ (ARB<I>- A~R) Uz

(A56)
(A57)

(A58)

(A59)
(A60)

(A61)

(A62)
(A63)
(A64)

In coordinate cilindri che i campi scalari e vettori ali sono rappresentati da funzioni di R, $,
z. Il gradiente, la divergenza, il rotore e illaplaciano possono essere calcolati direttamente
derivando rispetto a R, $, z, mediante le formule seguenti:

Rappresentazione dei vettori in coordinate sferiche

(A65)

(A66)

(A67)

(A68)

(A69)

In un sistema di coordinate sferiche un vettore è rappresentato mediante le sue componenti
nelle direzioni dei versori fondamentali ur' Ue,Ucp(Figura AIe). Le direzioni dei versori
fondamentali dipendono dalla posizione del punto di applicazione (P) del vettore. Si ha:
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A =Arur + Aeue + A$u$

r=IDr

ur'ur=ue,ue=u$'u$= 1.

ur ' ue = ue ' u$ = u$ , ur = O

ur X ue = u$' ue x u$ = Ufou$ x ur = ue

A + B = (Ar + Br) Ur + (Ae + Be) Ue + (A$ + B$) U$

A ,B =A~r + AeBe + A$B$

A =(A; + Aij + A~)112

A x B =(AeB$- A<lJBe)Ur+ (A$Br - A~<IJ)Ue+ (A~e - AeBr) U$

(A.70)

(A.71)
(A.72)
(A.73)
(A.74)
(A.75)

(A.76)
(A.77)
(A.78)

In coordinate sferiche i campi sono rappresentati da funzioni di r, a, <1>.Il calcolo del gradiente,
della divergenza, del rotore e de1laplaciano può essere direttamente eseguito derivando
rispetto a r, a, <1>,mediante le formule seguenti:

dF 1 dF 1 dF\7F=-u +--u +--u
dr r r da e r sina d<1>$

1 d 2 1 d . 1 dA<IJ
\7.A=--(r A )+--(smaA )+--

r2 dr r rsina da e rsina d<1>

(A.79)

(A.80)

(A.81)

(A.82)

(A.83)
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Trasformazioni di coordinate

a - rotazione degli assi cartesiani. Siano (Ax'Ay,Az)e (Ax, Ay, Az) le componenti cartesiane
di A in due teme, x, y, z e X, Y, Z, diversamente orientate. Le componenti in una tema sono
deducibili da quelle nell'altra utilizzando le seguenti leggi di trasformazione:

(A.84)

(A.85)

Le due matrici (di rotazione) sono l'una la trasposta dell'altra. Indicando con [c] l'una o
l'altra matrice e con [ch la sua trasposta risulta:

[c] [ch =[1] (ortogonalità della matrice della rotazione) (A.86)

b - trasformazione fra coordinate cartesiane e coordinate cilindriche. Sia A un vettore
applicato al punto P e siano (x, y, z) e (R, <1>,z) le coordinate cartesiane e cilindriche di P. Le
seguenti leggi di trasformazione collegano le componenti cartesiane e cilindriche di A:

[

AR

] [

c~s<j> sin<j> O

] [

AX

]

A$ = -sm<j> cos<j> O Ay

Az O O l Az

[

AX

] [

C~S<j> -sin<j> O

] [

AR

]

Ay = sm<j> cos<j> O A$

Az O O l Az

(A.87)

(A.88)

Le seguenti relazioni collegano i versori fondamentali nel punto P:

U<I>= -ux sin<j> + Uy cos<j> (A.89)

Ux = oR cos<j> - °<1> sin<j> (A.90)
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c -trasformazionefra coordinate cartesiane e coordinate sferiche. SiaA un vettore applicato
al puntoPe siano (x, y, z) e (r, e, <j»le coordinate cartesiane e sferiche di P. Le seguenti leggi
di trasfonnazione collegano le componenti cartesiane e sferiche di A:

(A.91)

(A.92)

Le seguenti relazioni collegano i versori fondamentali nel punto P:

ur =Uxsine cos<j>+ Uy sine sin<j>+ Uzcose

ue =Ux cose cos<j>+ Uy cose sin<j>- Uz sine

u4> =-ux sin<j> + Uy cos<j>

Ux =Br sine cos<j>+ ue cose cos<j>- u4> sin<j>

Uy =ur sine sin<j>+ ue cose sin<j>+ u4>cos<j>

Uz =Brcose - ue sine

(A.93)
(A.94)
(A.95)

(A.96)
(A.97)
(A.98)

I

1-

Identità integrali

Le seguenti fonnule pennettono di trasfonnare integrali di volume in integrali sulla
superficie di contorno. La nonnale Uè orientata verso l'esterno del volume V. Il contorno
Sv può eventualmente essere costituito dall'unione di più parti separate. Si suppone che in
V (contorno incluso) F e A siano continui e differenziabili un numero di volte sufficiente a
dare significato alle fonnule.

fV'AdV= fAondSy
v Sv

(teorema della divergenza o di Gauss) (A.99)

f V x A dV = f n x A dSy
v Sv

(fonnula del rotore) (A.IOO)

fVFdV =fFndSy
v Sv

(fonnula del gradiente) (A.IOI)

[A'] rneoos smesin oosef']
Ae = cose.cos<j>cosesin<j>-sine Ay
A4> -sm<j> cos<j> O Az

rA,] [Sineoos oosecos -sm fR ]

Ay = sinesin<j> cosesin<j> cos<j> A4>

Az cose -sine O Az
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J (GV'2F+ V'F. V'G)dV = J G ~: dSv
V Sy

J (GV'2F-FV'2G)dV =
V

(prima formula di Green) (AI02)

(seconda formula di Green)
(A103)

J (V'xA. V'xB-A. V'xV'xB)dV = J (A xV'xB).ndS
V Sy

(A 104)

J (B. V'x V'xA-A. V'xV'x B)dV = J (A xV'xB-BxV'xA).ndS
v Sy

J (V'.A V'.B+B. V'V'.A)dV = J (V' .A)B-ndS
v Sy

(AI05)

(A106)

J (B. V'V'.A-A. V'V'.B)dV = J (BV' .A-A V'.B).ndS
v Sy

(A107)

Le seguenti identità riguardano integrali di linea e circuitazioni. Nella formula di Stokes
(A108) S rappresenta una superficie orientata e C indica il suo contorno, orientato nel verso
positivo (Figura A2). C può essere costituito dall' unione di più parti separate, come nel caso
di Figura A2b. Si suppone che F ed A siano continui e differenziabili su L o S.

JV'xA.ndS= fA'dC
S C

(formula di Stokes)
(A108)

a

Figura A.2

b
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Q

f v F . dL = FQ - Fp
p

(A. 109)

In particolare, se L è una linea chiusa, si ha:

fVF.dL=O
L

(A. l lO)

Operatori tensoriali

La trasfonnazione lineare più generale che trasfonna un vettore V = Ux V x + UyV y + UzV z in
un altro vettore W =Ux W x + 'UyW y + "z W z è del tipo:

dove T (equivalente alla matrice) rappresenta un "tensore" del secondo ordine. Gli elementi
della matrice vengono detti componenti cartesiane del tensore. La corrispondenza fra V e W
è biunivoca se la matrice non è singolare. Il tensore equivalente alla matrice inversa viene
indicato con T-I. Si ha: '

V=T-I.W erl.!=!) (A. 113)

dove l rappresenta il tensore identità (matrice identità). Il tensore trasposto, corrisponde alla
matrice trasposta, il prodotto dei tensori al prodotto delle matrici, e così via. L'algebra dei
tensori è identica a quella delle matrici.

Il

rw'1f" T" T"]n
I Wy Tyx Tyy Tyz Vy (A. Il I)

Wz Tzx Tzy Tzz Vz

l,

Si scrive sinteticamente:

W=T.V (A. 112)

Utilizzandole (A.87)e (A.88)si ottiene

rWl l sin lT" T" T'T -sin or 1

w - -sm<l>cos<l>o Tyx Tyy Tyz sm<l> cos<l> o v (A.l 14)

Wz o o l Tzx Tzy Tzz o o l Vz
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Il prodotto delle tre matrici rappresenta il tensore Tin coordinate cilindriche. Analogamente,
utilizzando le (A91), (A92) si deduce la rappresentazione del tensore in coordinate sferiche.

Ruotando gli assi le componenti dei tensori si trasformano. Passando dalla tema x, y, z alla
tema X, Y, Z, usando le (A84) e (A.85) si trova:

Un tensore è simmetrico se la matrice che lo rappresenta è simmetrica. Nel caso di un tensore

simmetrico esiste una rotazione che annulla tutte le componenti fuori diagonale. Le
componenti sulla diagonale sono gli autovalori della matrice, la matrice della rotazione è la
matrice degli autovettori. Gli assi rispetto ai quali il tensore ha come uniche componenti non
nulle quelle sulla diagonale prendono il nome di "assi principali" del tensore.

La trasformazione (A.III) può anche essere scritta come segue:

w =Txx uxux . V + Txy UxUy. V + Txz uxuz. V + Tyx Uy Ux . V + Tyy UyUy. V +

Tyz Uy Uz . V + Tzx uzux . V + Tzy UzUy . V + Tzz Uz Uz . V =

(Txx uxux + Txy UxUy + Txz uxuz + Tyx Uy Ux + Tyy Uy Uy + Tyz Uy Uz + Tzx uzux +

Tzy UzUy + Tzz Uz uz) . V

Pertanto l'operatore T può essere rappresentato mediante la seguente notazione:

T =Txx uxux + Txy UxUy + Txz uxuz + Tyx Uy Ux + Tyy Uy Uy +

+ Tyz Uy Uz + Tzx uzux + Tzy UzUy + Tzz Uz Uz (A116)

[WlICX'

CXy

c f"
Txy

T"fx

Cxy

c,zr ]Wy - cYx cYy Cyz Tyx Tyy Tyz CyX Cyy CyZ Vy

Wz cZx CZy czz Tzx Tzy Tzz czx Czy czz Vz

Pertanto:

[TXX

TXY

T]

TyX Tyy TyZ =

Tzx TZy Tzz

cXx CXy

cr'

Txy

T"fx

cxY

c,z]

cYx cYy Cyz Tyx Tyy Tyz CyX Cyy CyZ (Al15)

cZx CZy czz Tzx Tzy Tzz czx Czy CzZ



440 Appendice A

Una particolare operazione lineare che trasforma un vettore V in un altro vettore W è la
seguente

W=A(B. V)=AB. V

doveA e B sono due vettori assegnati. L'espressione AB rappresenta un particolare operatore
tensoriale, che prende il nome di "diade" . Espressioni contenenti diadi vengono dette
"diadiche". La (A. l 16) rappresenta I mediante una diadica in cui appaiono le diadi uau~.
Si noti che in generale A B :#;B A.

Possono anche essere definiti operatori differenziali di tipo diadico. Ad esempio:

aa aa aa aa
VV=ux-a a Ux+ux-Uy+ux-uz+Uy-Ux +x x axay axaz ayax

aa aa aa aa aa+u -u +u -u +u -u +u -u +u -u
y ayay Y YdYdZ Z Z dZdX x Z aZdY Y Z dZdZ Z

(A.ll7)

Applicando un simile operatore ad un campo vettoriale si ottiene un altro campo vettoriale,
precisamente: VV . V = V(V. V).



B
Conduzione nel plasma freddo

In generale il termine "plasma" indica un mezzo conduttore in cui la conduzione è dovuta
a uno 9~iù insiemi di portatori, detti "componenti" del plasma. In condizioni di equilibrio
le cariche elettroniche ed ioniche si neutralizzano, così che - in assenza di perturbazioni
elettromagnetiche - si ha ovunquep =O.I semiconduttori,le soluzionielettrolitichee i gas
ionizzati sono esempi di plasmi a due o più componenti (elettroni/lacune, elettroni/ioni di
uno o più tipi). I metalli sono plasmi a un solo componente. In questo corso il termine
"plasma" verrà però usato solo nella sua accezione corrente, per indicare i plasmi allo stato
gassoso, cioè i gas totalmente o parzialmente ionizzati. Essi sono importanti in astrofisica,
nelle telecomunicazioni e nella fusione controllata.

Nello studio che segue si suppone che il plasma sia costituito da elettroni liberi e da ioni
positivi monovalenti, il cui numero complessivo è indipendente dal tempo (plasma stazio-
nario). L'ipotesi di stazionarietà presuppone l'esistenza di un agente ionizzante (radiazione
ionizzante, agitazione termica) costante nel tempo, che compensa la ricombinazione fra gli
elettroni e gli ioni. La neutralità della carica in condizioni di equilibrio richiede che le densità
elettronica e ionica siano uguali. La seguente tabella fornisce gli ordini di grandezza tipici
della densità in equilibrio (No) e della temperatura degli elettroni in vari tipi di plasma. È
appena il caso di ricordare che la temperatura è una misura dell' energia cinetica media nel
moto di agitazione termica delle particelle.

Ai fini di questo corso è sufficiente trattare la conduzione nei plasmi gassosi in forma
semplificata, facendo riferimento a un modello fluidodinamico in cui il movimento dei
componenti del plasma viene trattato classicamente, assimilando ciascun componente ad un
fluido continuo. In molti casi, come ad esempio nello studio della propagazione delle onde
elettromagnetiche nella ionosfera, il modello fluidodinamico fornisce risultati eccellenti.

Tipo di plasma No (m-3) TeK)

Gas interstellare 106 102

Ionosfera 108- 1012 103

Corona solare 1013 106

Atmosfera solare 1018 l()4

Plasma per fusione 1018- 1024 106
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Siccome i fluidi considerati sono dotati di carica, il loro moto dipende non solo dalle forze
di pressione e d'attrito ma anche (e soprattutto) dall'effetto delle forze elettromagnetiche.
Poiché le forze di pressione dipendono dal gradiente del campo di pressione, si comprende
che, arigore, lo studio delle onde elettromagnetiche nel plasma dovrebbe accompagnarsi allo
studio delle onde di pressione (onde acustiche). Però, se la temperatura è sufficientemente
bassa, le forze di pressione sono trascurabili e la presenza delle onde acustiche può essere
ignorata. Quando quest'approssimazione è accettabile il plasma viene detto "freddo".

Per semplificare la successiva trattazione si considererà solo il caso di un plasma
freddo in cui il campo elettrico ha un andamento temporale di tipo oscillante. Invece
nessuna ipotesi limitativa viene fatta sull'induzione magnetica che - in aggiunta alla
parte oscillante - può anche presentare una componente continua Bo. Pertanto si
assumerà che E e B siano del tipo

E =E(r, t) B =b(r, t) + Bo(r) (B.1)

dove E e b sono vettori oscillanti. Questa è la situazione che si presenta nella maggior parte
dei problemi che riguardano la propagazione delle onde elettromagnetiche. E e b sono i
campi dell'onda, che si propaga in una zona in cui è applicato un campo magnetostatico.
Quest'ultimo campo è spesso presente, o per ragioni di confinamento del plasma (esempio
macchine per fusione), ovvero per ragioni naturali (esempio il campo magnetico terrestre I
nella ionosfera). Il campo magnetostatico è indipendente dalla presenza del plasma e si
suppone noto.

Le forze elettromagnetiche dovute al campo oscillante determinano un moto oscillatorio
degli elettroni e degli ioni. Però, se si suppone che le oscillazioni del campo siano rapide, le
oscillazioni degli ioni sono molto meno ampie di quelle degli elettroni (la loro massa è
almeno 1800volte maggiore) e si può assumere che la corrente sia dovuta solo al moto degli
elettroni. Dunque, nell 'ipotesi di rapida variabilità del campo oscillante, ilplasma può essere
considerato ad un solo componente: il fluido elettronico. Siccome il moto degli ioni è
trascurabile, la densità ionica non viene influenzata dalla presenza dell' onda elettromagne-
tica e rimane sostanzialmente uguale al valore di equilibrio (No). Invece la densità degli
elettroni (Ne) può variare, essendo possibili piccole oscillazioni intorno al valore di
equilibrio. Si ha:

(B.2)

dove n =n(r, t) rappresenta la densità degli elettroni in eccesso rispetto agli ioni. L'ipotesi
di plasma a un solo componente è in genere perfettamente accettabile anche per frequenze
piuttosto basse (esempio l MHz).

Infine nello studio che segue si farà l'ipotesi che le forze d'attrito agenti sul fluido
elettronico siano di tipo viscoso, cioè che esse siano proporzionali alla velocità del fluido.
Le forze d'attrito sono effetto delle collisioni subite dagli elettroni.

I L'induzione magnetica terrestre varia da luogo a luogo. La sua intensità è deIl'ordine di OSIO-4
Wb/m2 (= 0.5 gauss).

II~
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Sia U =U(r, t) la velocità di deriva degli elettroni. Essendo trascurabile il moto degli ioni,
la densità di corrente può essere espressa mediante la ben nota relazione

(B.3)

dove qe = 1.60.10-19 C è il valore assoluto della carica dell'elettrone. Si consideri un
elemento infinitesimo di fluido elettronico, che all'istante t occupa il volume 11V (Figura
B.1)e sia ro=ro(t) la posizione del suo baricentro. La carica I1qe la massa 11mdegli elettroni
considerati sono

dove me =0.911.1O-30kg è la massa dell'elettrone. Avendo trascurato le forze di pressione,
le uniche forze agenti sull' elemento considerato sono quella elettromagnetica e quella
d'attrito, date rispettivamente da:

I1F e =I1q (E + U X B) =- qe Ne (E + U X B) 11V

I1F a = - k Ne U /).V

(forza di Lorentz) (BA)

Il coefficiente d'attrito k è positivo e dipende dalla natura del plasma e dalla temperatura. Per
la legge di Newton si ha:

ovvero:

(B.5)

campo di velocità
all'istante t

Figura B.1
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Si noti che U(ro, t) è funzione del solo tempo, poiché la posizione del baricentro è funzione
di t. Introducendo esplicitamente le coordinate (xo,Yo,Zo)del baricentro (componenti di ro),
e le componenti cartesiane della velocità ('lIx' 'liY''li z),poiché le coordinate del baricentro
sono funzioni di t si ha:

Sostituendo nella (B.5) e introducendo la seconda delle (B.l) si ottiene infine la seguente
relazione che vale in tutto lo spazio occupato dal plasma poichè l'elemento di volume L\V
era generico:

au qe k
-+U. V'U = --(E+ U x b+Ux Bo)--U
at me me (B.6)

La (B.6) è un'equazione non-lineare, perché in essa appaiono prodotti dei campi
incogniti E, b, U. La non-linearità può essere trascurata se si suppone che l'ampiezza di
questi campi sia tanto piccola da poter considerare i loro prodotti alla stessa stregua di
quantità infinitesime del secondo ordine. Infatti, trascurando i prodotti, la (B.6) si riduce
all'equazione lineare

(B.7)

Se il campo elettromagnetico oscillante e il campo di velocità che da esso dipende sono
quantità "piccole", anche n (perturbazione della densità elettronica) è una quantità "piccola".
Pertanto, dalle (B.2) e (B.3) si ottiene:

(B.8)

I

i

I

!

I

\

I

Infine, eliminando U fra le due ultime relazioni si ricava la seguente equazione differenziale
lineare

(B.9)

dove uh =BJBo è un versore orientato come il campo magnetostatico e inoltre:
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La (B.9) è l'equazione costitutiva che descrive la conduzione del plasma freddo sotto
l'azione di un' onda elettromagnetica di piccola intensità. Introducendo i valori delle costanti

fisiche nelle espressioni di O)ee di O)psi ottiene:

O)
f =~=8.97 IN
p 2n -v"O

[Hz] (frequenza di plasma)

(frequenza ciclotroniea)

In assenza del campo magnetostatico il plasma si comporta come un mezzo isotropo; in
questo caso infatti la pulsazione ciclotronica è nulla, il termine contenente ub sparisce e
l'equazione (B.9) assume una forma del tipo (2.Se, Capitolo 1), precisamente:

(plasma isotropo) (B. lO)

In presenza del campo magnetostatico il plasma si comporta invece come un mezzo
anisotropo (magnetoplasma). La ragione fisica consiste nel fatto che il campo magnetostatico
influenza in modo diverso le correnti fluenti in direzioni diverse (l'effetto è massimo quando
la corrente è perpendicolare a Bo,nullo quando è parallela). In effetti, la presenza di ub nella
(B.9) indica che la conduzione nel magnetoplasma dipende dalla direzione, anche se -a
prima vista -la (B.9) ha una forma diversa da quella generale assunta per i mezzi anisotropi
(Equazione 2.6, Capitolo l). In effetti il termine contenente il prodotto vettoriale può essere
scritto in maniera diversa introducendo un opportuno tensore. Se si indicano con a, ~, y gli
angoli che Bo forma con gli assi x, y, z (Figura B.2), considerando le componenti cartesiane
di J x ub si verifica facilmente che è possibile scrivere

dove

v

-O)e COS~

1

O)ecosa

v

(B.1l)

Pertanto la (B.9) può essere scritta come segue:
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z

U'W Bo

~
Ux Uy

x
o y

Figura B.2

aJ + t . J = EO (O~ Eat -
(magnetoplasma) (B.12)

Questa espressione è del tipo considerato nel Capitolo 1 per i mezzi anisotropi.
Se la probabilità che un elettrone subisca una collisione in un tempo pari al periodo delle

oscillazioni è molto bassa, l'attrito può essere trascurato ponendo v =O.Inquestocasosidice
che il plasma è senza collisioni. L'ipotesi di plasma senza collisioni è accettabile se il plasma
è sufficientemente rarefatto, se la temperatura degli elettroni è bassa e se il periodo delle
oscillazioni è abbastanza breve. Nello studio della propagazione ionosferica l'ipotesi di
plasma senza collisioni è accettabile, almeno in prima approssimazione.

Come è noto dalla Fisica, la frequenza ciclotronica è la frequenza di rivoluzione nel moto
ciclotronico di un elettrone che si muove nel campo magnetostatico Bo.Per comprendere il
significato fisico della frequenza di plasma si consideri un plasma freddo, isotropo di densità
elettronica e temperatura uniformi. Prendendo la divergenza di entrambi i membri della
(B. lO), si ottiene:

~ V .J + v V . J = EO (02 V .Eat p

Poiché il plasma è gassoso, la polarizzazione può essere trascurata a causa della bassa densità
di molecole e si può assumere D = EoE. Pertanto, usando l'equazione di continuità e
l'equazioneEoV.E=p, si ottiene che la densità di carica soddisfa l'equazione differenziale:

Poiché usualmente si ha v « (OP'la soluzione generale di questa equazione è del tipo

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight

Matteo
Highlight



.

Conduzionenel plasmafreddo 447

dove Rl e R2dipendono dalle condizioni iniziali. La densità di elettroni in eccesso varia con
la stessa legge, dato che:

Quindi, se all'istante iniziale la densità di elettroni differisce da No, essa invariabilmente
tende a Nocon oscillazioni smorzate di pulsazione Q e costante di tempo 2/v. A causa della
piccolezza di v la frequenza delle oscillazioni coincide in pratica con la frequenza di plasma.
Dunque, se per una ragione qualsiasi la distribuzione degli elettroni viene spostata rispetto
a quella di equilibrio, l'equilibrio viene ripristinato con un transitorio' oscillante. Le
oscillazioni sono dovute alle forze di attrazione che gli ioni esercitano sugli elettroni,
all'inerzia degli elettroni e all'esiguità delle forze d'attrito.



Spettro delle onde elettromagnetiche

In base al valore di Aolo spettro viene suddiviso in bande come indicato nella seguente
tabella.

Si noti che i più piccoli valori di Aoper i quali è valida la teoria macroscopica dell' elettro-
magnetismo devono superare di molto le distanze tipiche che separano gli atomi o le
molecole. A lunghezze d'onda dell'ordine delle distanze fra i corpuscoli microscopici non
è più possibile rappresentare i materiali mediante modelli continui, prescindendo dalla loro
costituzione microscopica. Inoltre, quanto più la lunghezza d'onda è piccola, tanto più
diventano evidenti gli effetti della quantizzazione dell' energia elettromagnetica (fòtoni). In
questo caso 1'elettromagnetismo classico deve essere sostituito da quello quantistico.

Banda Ào f Denominazione usuale

Onde miriametriche 100 - lO km 3 - 30 kHz V.L.P. (very low frequency)
Onde chilometriche IO- I km 30 - 300 kHz onde lunghe
Onde ettometriche 1000 - 100m 0.3 - 3 MHz onde medie
Onde decametriche 100 - lO m 3 - 30 MHz onde corte
Onde metriche IO-I m 30 - 300 MHz V.H.F. (very high frequency)
Onde decimetriche 10-1 dm 0.3 - 3 GHz U.H.F. (ultra high frequency)
Onde centimetriche lO - I cm 3 - 30 GHz microonde
Onde millimetri che lO - ] mm 30 - 300 GHz -
Onde submiIlimetriche ] - 0.1 mm 300 - 3000 GHz -
Onde micrometriche 100-]l1m 3.1012- 3.1014Hz infrarosso
Onde luminose I - O.] 11m 3.1014- 3.1015Hz visibile
Raggi ultravioletti 1000 - lO À 3.]015- 3.1017Hz ultravioletto
Raggi X 10-0.1 À 3.] 017- 3.1019Hz -
Raggiy < o.] À > 3.1019 Hz -



D
Proprietà delle autofunzioni e degli autovalori

dell'operatore di Laplace

La teoria delle guide d'onda, delle linee di trasmissione e delle cavità risonanti richiede l'uso
di alcuni concetti matematici normalmente trattati nei corsi di "Metodi Matematici per la
Fisica e l'Ingegneria". Essi vengono riassunti brevemente qui di seguito. l

Lo spazio L2

Sia Q una regione N-dimensionale finita (una superficie S nel caso bidimensionale, un
volume V nel caso tridimensionale) racchiusa dal contorno CQ.Sia Q l'unione di Q e di CQ.
Si indica con L2 (Q) l'insieme delle funzioni u =u(xi' x2, .., xN)' a valori complessi, definite
in Q, tali che2

flu,2 dQ < 00

Q

L'insieme L2 costituisce un particolare spazio di Hilbert in cui il "prodotto scalare" fra due
elementi u, v è definito da:

<u, v> = f uv*dQ
Q

La norma di un elemento u E L2 è definita da:

lIuli =<u, u>I/2

I Per unatrattazione abbastanza approfonditae finalizzataallo studiodelleonde elettromagnetichesi può
consultare: D.S. Jones, Methods in Eleètromagnetic Wave Propagation, Oxford Engineering Science
Series, Clarendon Press, Oxford 1979, Sec. 3.4.

2 Gli integrali sono intesi nel senso di Lebesgue. La notazione < 00 sta ad indicare l'esistenza
dell'integrale.
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La "distanza" fra due elementi u, v E U è definitada Ilu - vIl.Se ladistanzaè nullau e v
differiscono al più in un insieme di misura nulla di Q (ad esempio su un numero finito di linee
nel caso bidimensionale, su un numero finito di superfici nel caso tridimensionale, ecc.).
Nella teoria dei campi una simile differenza è irrilevante; infatti tutte le quantità osservabili
sono dedotte dai campi medianti opportuni integrali e, d'altronde, gli integrali di funzioni che
differiscono in insiemi di misura nulla sono uguali. Per questa ragione se la distanza fra u e
v è nulla si scrive u = v.

Le proprietà dello spazio U sono analoghe a quelle dello spazio euclideo: ogni elemento
di U equivale al vettore di posizione di un punto nello spazio euclideo; la sua norma
corrisponde al modulo del vettore di posizione; la distanza fra due elementi equivale alla
distanza fra i due punti; due elementi u, v sono "ortogonali" se

<u, v>=O

Se si considera una qualsiasi elemento non nullo di U e lo si divide per la sua norma si
ottiene

li =u/llull

li ha norma unitaria ed equivale a un versore. Il procedimento di divisione per la norma viene
detto "normalizzazione". Tutti gli elementi non nulli di U sono normalizzabili.

Un insieme di infiniti elementi wl' w2' ... E U, linearmente indipendenti, viene detto
"completo in un se per qualsiasi u E U esiste un insieme di coefficienti al' a2' ... tale che

lIu- ~ .a.w.II=O
£..J 1 1 1

I

Si scrive

u= ~ .a.w.
£..J 1 1 1

I

ignorando il fatto che la serie può non convergere ad u in una regione di misura nulla
(convergenza "in media"). Un insieme completo viene anche detto "base" di U.

Sono particolarmente utili le basi "ortonormali", cioè quelle che godono della proprietà: I

<w. w.> =Ò..
l' J IJ

In questo caso risulta:

I Ojjè il simbolo di Kronecker (oij = I se i = j; Ojj= Ose i"* j).

I.
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<u w.> = ~ .a. <w. w.>= ~ .a.ò..=a.
'J ,£.. 1 I l' J ,£.. I I 1J J

I I

Pertanto se {wd è una base ortonormale si ha:

u= ~. <u w.>w.
,£.. I ' l l

I

Le basi ortonormali sono analoghe ai versori fondamentali di un sistema di riferimento
ortogonalenellospazioeuc1ideo.Perquestaragioneicoefficienti~ =<u, Wj> vengono detti
"componenti" di u secondo gli elementi della base. L'insieme delle componenti di u (spettro
di u) identifica completamente la funzione (a meno dei valori in un insieme di misura nulla).
Lo sviluppo in serie di Fourier di una funzione definita in un intervallo unidimensionale, in
un rettangolo, in un parallelepipedo ecc. è un esempio familiare di sviluppo secondo una base
ortonormale.

Spesso, nello studio dei campi, le funzioni incognite vengano determinate sotto forma di
serie, trovandone le componenti secondo una base ortonormale prefissata. È possibile
individuare infinite basi ortonormali, a ciascuna delle quali corrisponde una rappresentazio-
ne diversa della stessa funzione. Nel passare da una base all'altra le componenti cambiano,
analogamente a quanto avviene per le componenti di un vettore quando si ruotano gli assi.

La definizione dello spazio L2 può essere estesa alle funzioni vettoriali u a valori
complessi definite in n, tali che

jlul2dQ= ju.u*dn<oo
il il

In questo caso il prodotto scalare fra due elementi u e v è definito dall'espressione

<u, v> = ju . v*dQ
il

Tutte le precedenti definizioni si applicano anche nel caso degli spazi L2costituiti da funzioni
vettoriali.

Autofunzioni scalari e autovalori dell'operatore di Laplace

AUTOFUNZIONISOTIO LA CONDIZIONEDI DIRICHELET Si consideri l'operatore di
Laplace N-dimensionale
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il cui dominioD' è il sottospaziodi U costituitodalle funzioni 'l' dotate delle seguenti
caratteristiche: l

- 'l'e le sue derivate sono continue in Q;
- le derivate seconde di 'l' sono continue in Q;
- V~ 'l' E U;
- 'l' = Osu CQ (condizione di Dirichelet omogenea)

Prendono il nome di "autofunzioni" dell'operatore sopra definito le soluzioni non nulle
dell' equazione differenziale:

in Q (D. 1)

dove A' indica una opportuna costante (autovalore).2 Si dimostra quanto segue:
. Esiste un'infinità numerabile di autofunzioni reali linearmente indipendenti e normaliz-

zate {'l'l' '1'2'... }.Ad esse corrisponde un' infinità numerabile di autovalori reali positivi,
ordinabili in una successione non decrescente illimitata {A'I'Az, ...}. La condizione di
normalizzazione

(D.2)

definisce completamente le autofunzioni, a meno del segno, che può essere scelto
arbitrariamente.

. Possono esistere autofunzioni distinte che hanno lo stesso autovalore (autofunzioni

degeneri). Il numero di autofunzioni corrispondenti ad uno stesso autovalore (ordine di
molteplicità dell'autovalore) è finito. Ogni combinazione lineare delle M autofunzioni
corrispondenti ad un autovalore di molteplicità M costituisce una nuova autofunzione.
Pertanto le autofunzioni degeneri non sono determinate univocamente. Esiste però la
possibilità di combinare le autofunzioni degeneri di una M-upla qualsiasi in modo da
trasformarle in una nuova M-upla i cui elementi risultano normalizzati e mutuamente
ortogonali. D'ora in poi si supporrà che le autofunzioni degeneri siano scelte in modo da
godere di questa proprietà.

. Le autofunzioni costituiscono una base ortonormale di L2. Pertanto si ha:

< \11. \If. >= 5..
'l' l' 'l' J IJ

u =L i ai 'l'i
l

(D.3)

. Se u è continua, differenziabile almeno due volte e nulla sul contorno si ha pure:

l Si ricorda che la definizione del dominio è parte integrante della definizione di un operatore.

2 In generale le autofunzioni (o autovettori) di un operatore lineare T che trasforma gli elementi di uno
spazio in altri elementi dello stesso spazio, sono quelle particolari funzioni che vengono trasformate
in se stesse, a parte una dilatazione o contrazione.
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t'72
U - - ~ . A' . a. 11r.vN - ~I Il'1'1

, (D.4)

. Facendo per semplicità riferimento al caso tridimensionale, è istruttivo verificare quanto
segue: a) l'ortogonalità di due autofunzioni 'l'i e 'l'j (con Ai:f:.Aj) viene dimostrata utilizzando la
(D. I ) e la seconda identità di Green (Equazione A.103); b) il fatto che gli autovalori sono reali
positivi viene dimostrato applicando la prima identità di Green (Equazione A.102) al prodotto
'l'~;72'1';c) la (DA) viene ottenuta esprimendo V'2u mediante lo sviluppo in autofunzioni,
trasformando le componenti mediante la seconda identità di Green, osservando che gli integrali
al contornosononullie utilizzandola (D.I). .

AUTOFUNZIONISOTIO LA CONDIZIONEDI NEUMANN Altre autofunzioni di notevole
interesse sono quelle dell'operatore di Laplace agente nello spazio D" costituito dalle
funzioni <1>che soddisfano la condizione al contorno

suCQ (condizione di Neumann omogenea)

e che, per il resto, soddisfano tutte le altre condizioni prima elencate per le funzioni ",. Le
autofunzioni di questo nuovo operatore sono le soluzioni non nulle dell' equazione differen-
ziale:

inQ (<1>EDIO) (D.5)

Le proprietà delle autofunzioni {<1>"<1>2'...} e degli autovalori {A'i,A2, } sono identiche
a quelle elencate per il problema (D.I) con una sola variante: l'autovalore A'i è nullo e la
corrispondente autofunzione è costante. Anche queste autofunzioni costituiscono una base
ortonormale; pertanto si ha:

<m. m. >=0..
'l' l' 'l' J IJ

u = ~ . b. m.
~II'I'I
, (D.6)

Inoltre, se u è una funzione continua, differenziabile almeno due volte e se soddisfa la
condizione di Neumann si ha:

Y'N2 U =- ~ . A". b. m.
~I 11'1'1

2
(D.?)

Si richiama l'attenzione sul fatto che la (D.6) vale per qualunque elemento di U, mentre la
(D.?) vale solo per gli elementi di D". Si nota inoltre che nello sviluppo (D.?) manca la prima
autofunzione, perché il suo autovalore è nullo.
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. Le dimostrazioni dell' ortogonalità delle autofunzioni <p,del fatto che gli autovalori A" sono reali
nonnegativie della(D.7)sonoanalogheaquelledelineateperlaautofunzioni",. .

DIFFERENZIABILITÀDEGLISVILUPPIINAUTOFUNZIONI Si indica con VNuil vettore N-
dimensionale che ha per componenti le derivate parziali di u rispetto alle coordinate x l' Xz,
..., XN'Valgono i seguenti teoremi:

Teorema I:
inoltre

Se u è una funzione continua definita in O, se essa è nulla sul contorno e se

l,j,

f'VNU'Z dO < 00

il

allora, lo sviluppo (D.3) è differenziabile termine a termine:

VNU =L i ai VN 'l'i
l

(D.8)

Teorema ll: Se u è una funzione continua definita in O e se

flVNUIZdO < 00

il

allora lo sviluppo (D.6) è differenziabile termine a termine:

VNu=L i bi VN<f>i
2

(D.9)

Si noti l'assenza della prima autofunzione, che ha il gradiente nullo.

Teorema ill: Se u è una funzione definita in,Q e dipendente dal parametro ç, seèpossibile
definire dnU/dçn,e se inoltre

allora gli sviluppi (D.3) e (D.6) sono differenziabili termine a termine rispetto a ç. Si ha:

(D. lO) J

I

I
i,
J.
~
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Autofunzioni vettori ali dell'operatore di Laplace

Sia V un volume delimitatodalla superficieSy. Si considerinoi seguentiproblemiagli
autovalori:

{

V2U+ r' U= O

V.U=O nxU=O

in V

(0.11)

{

V2V+llOV=O

nxVxV=O n.V=O

in V

(0.12)

Dove U e V sono vettori definiti in V (autofunzioni) e r' e 1" sono opportuni coefficienti
(autovalori).
Si dimostra quanto segue:

. I problemi (0.11) e (0.12) ammettono ciascuno un'infinità numerabile di autofunzioni
reali, definite a meno del segno, tali che

JU.UdV = l
v

J V . V dV = 1
v

Gli autovalori sono reali non negativi e possono essere ordinati in due successioni
illimitate non decrescenti {li., q, ...} e {l';, 12' ...}. Le autofunzioni corrispondenti
risultano ordinate nei due insiemi {UI, U2, ...} e {VI, V2, ...}.. Gli eventuali auto valori ripetuti (autovalori degeneri) sono presenti in numero finito.. Ciascuno degli insiemi {U l' U2, ...} e {Vl' V2' ...} è una base ortonormale per lo spazio
L2 costituto da funzioni vettori ali definite in V. Dunque valgono le condizioni di
ortonormalità

JU. .U. dV =Ò..
I J 1J

V
J V. . V. =Ò..

l J 1J
V

(0.13)

ed è possibile rappresentare qualsiasi U E L2 con i seguenti sviluppi in autofunzioni:

u= ~ .a.U.
£..J l I I

l

u = ~ . b. V.
£..J l l I

l

a. = J U'U. dV
l I

V
(D.14a)

b. =
J

U.V. dVI l
V

(D. 14b)
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. Ciascuno degli insiemi {U\, U2, ...} e {VI, V2, ...} è costituito dall'unione dei seguenti
insiemi, l'ultimo dei quali può essere vuoto:

autofunzioni solenoidali

autofunzioni irrotazionali

autofunzioni armoniche

(V' . U = O, V' x U * O; V' . V = O, V' x V * O);

(V' . U * O,V'x U = O;V' . V * O,V'x V = O);

(V' . U = O,V'x U = O;V' . V = O,V'x V = O).

AUTOFUNZIONI SOLENOIDALI

segue:
D'ora in poi queste autofunzioni sono indicate come

{EI, E2, ...} per il problema (0.1 I) {HI' H2, ...} per il problema (0.12).

I loro autovalori sono positivi e sono uguali nei due problemi. Essi costituiscono una
successione illimitata non decrescente, d'ora in poi indicata con {k~,k~, ... }.Le autofunzioni
di uguale indice soddisfano le relazioni

(0.15)

Con la condizione n x Ej =Ole equazioni (0.15) definiscono un problema agli autovalori
equivalente ai problemi (0.11) e (0.12) per quanto riguarda la determinazione delle sole
autofunzioni solenoidali.

. Ad esempio, eliminando Hi fra le due equazioni, si ottiene V x V XEi - kTEj= O.D'altro canto
la prima delle (D.15) definisce Ei come un vettore solenoidale, dato che kiEj è uguale a un rotore.
Pertanto, in base all'identità (A.34), la precedente equazione equivale a V2Ej + kTEi = O,con la
condizioneV.Ej= OintuttoilvolumeV. .

AUTOFUNZIONIIRROTAZIONALIQueste autofunzioni sono collegate alle autofunzioni
scalari e agli autovalori dell'operatore di Laplace con le condizioni di Neumann e di
Dirichelet (vedi paragrafo precedente). Le autofunzioni irrotazionali sono:

per il problema (D.11)

per il problema (0.12)

I loro autovalori sono quelli stessi delle autofunzioni scalari, cioé Ai e A'i.

. Ad esempio, prendendo il gradiente della (D.l) si ottiene: V2(V'If;}+ Ai(V'Vi)=O. Poiché
inoltre 'Vi e V2'Vi = V . (V'Vj) sono nulli su Sv, sono rispettate le condizioni al contorno n x V'Vi =O,

V . (V'Vi) =O.Quindi -V'Vi è un' autofunzione irrotazionale del problema (D.ll). La divisione per
A'i1/2serve a normalizzare l'autofunzione. .
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AUTOFUNZIONIARMONICHE Un campo con rotore e divergenza nulli (campo armonico)
ha illaplaciano nullo (vedi Equazione A.34). Pertanto le autofunzioni armoniche hanno
autovalore nullo. Queste autofunzioni non esistono se il volume V è semplicemente
connesso e delimitato da una sola superficie.

Se il volume è delimitato da M + l superfici separate (esempio volume delimitato da due
sfere concentriche, M =1), il problema (0.11) ammette M soluzioni armoniche, d'ora in poi
indicate con {E~, E~, ..., E~} . Queste autofunzioni soddisfano equazioni identiche a quelle
che governano il campo elettrostatico che si avrebbe se le varie parti di Syfossero superfici
conduttrici, portate a potenziali diversi. Pertanto l'andamento delle autofunzioni in questio-
ne è analogo a quello del campo elettrostatico.

Se il volume è molteplicemente connesso, con grado di molteplicità N + l (esempio
volume toroidale, N = l), il problema (0.12) ammette N soluzioni armoniche, d'ora in poi
indicate con {~, Hi, ..., H~}. Queste autofunzioni soddisfano equazioni identiche a quelle
che governano il campo magnetostatico generato da lamine di corrente continua circolanti
sul contorno. Pertanto l'andamento delle autofunzioni in questione è analogo a quello del
campo magnetostatico.

Distinguendo le autofunzioni dei vari tipi, gli sviluppi (0.14) assumono la forma:

M

U = ~ . A E. + ~ . A~ E~ - ~ . F Vm.
~I I I ~I I I ~II 'l'I

I I l
(D. 16a)

N

u= ~ .B.H. + ~ .B~H~- ~ .G. Vcn.
~II I ~I I I ~I 1'1'"1

l l I
(D.16b)

dove:

A.= fU'E.dV
I I

v
A~= fu'E~dV

l I

V

F =-~ f u, Vm. dV
I A'. 'l'I

IV
(D. 17a)

B. = f U. u. dVI I

V

B~=fu'H~ dV
I I

V

G. =-~ fu.Vcn.dV
I A'~ '1'"1

IV
(D. 17b)

Se u è una funzione continua in V le espressioni dei coefficienti possono essere trasfor-
mate utilizzando le (A.26), (A.27), (D.15) e il teorema della divergenza. Come il lettore può
facilmente verificare siha:

F =~
f
\'"V .udV

I A'. 'l'I
IV

(D.18a)
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B. =l..
JE. .V x udV

I k. I
IV

G. =~
(J

m.V. udV - Jm.n. udS

J
I A'~ 'l'I 'l'I V

I V Sv

(D.18b)

Nel caso di un volume semplicemente connesso delimitato da una sola superficie i precedenti
coefficenti identificano completamente il campo u.
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E
Funzioni di Bessel

In questa appendice sono elencate alcune proprietà delle funzioni di Bessel. Per un 'elencazione
molto più ampia si veda: Abramowitz-Stegun, Handbook ofMathematical Functions, Dover
PubI., N.Y. 1965.

FUNZIONIDIBESSELDELPRIMOE DEL SECONDOTIPO Le funzioni di Bessel, indicate
in generale con Zv =Zv( z), sono definite sul piano complesso z =x + jy. Esse sono le soluzio-
ni dell'equazione di Bessel

(E.1)

dove v è una costante (generalmente complessa) detta "ordine" dell'equazione e delle
funzioni. Nello studio delle onde interessa il caso in cui v è reale, in particolare intero. In
questo ultimo caso l'ordine viene indicato con il simbolo n.

Se l'ordine non è intero la soluzione generale della (E.I) può essere posta nella forma

(A, B costanti arbitrarie) (B.2)

dove Jy(z) e Ly(z) sono due soluzioni indipendenti (funzioni di Bessel del primo tipo) date
da:

( )
y 00

( l m

( )
2 m

J(z)- ~ -) ~
y - 2 ~m m!['(m+v+l) 2

(E.3a)

largzl<1t

(
z

)-y 00 (-l)m (
z

)
2m

J (z) = - -
-y 2 ~m m!r(m-v+l) 2 (E.3b)

In queste espressioni la funzione r indica il cosiddetto "fattoriale generalizzato". Quando v
è intero si ha:
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r(m+n+ l)=(m+n)!

e risulta Ln(z) = (_l)n Jn(z). In questo caso la soluzione generale della (E. 1) non è più la (E.2),
perchè Jn e Ln non sono più indipendenti. Un'altra soluzione particolare dell'equazione di
Bessel è evidentemente:

Ny(z) = Jy(z)COSV1t - J_y(z)sin V1t (funzione di Ressel del secondo tipo)

Pertanto si può anche scrivere:

(EA)

Quando l'ordine è intero l'espressione che definisce Nydiviene indeterminata, e quindi Nn
deve essere definita mediante il seguente limite:

La funzione così ottenuta è indipendente da Jn, così che la (EA) rappresenta la soluzione
generale dell'equazione di Bessel, anche quando l'ordine è intero.
Le funzioni Jn(z) sono analitiche in tutto il piano z. Le altre funzioni di Bessel sono
analitiche in tutto il piano z, escluso il semiasse x :::;O (l'origine è un punto di
diramazi one ).

Le funzioni di Bessel Jo e No sono rappresentate dalle seguenti serie di potenze:

00

Jo(z)= Lm (-1)m(~)
2m

o (m!)2 2
(E.5)

2

(
Z

)
200 (1)m+l (

z

)
2m

No(z) =- y + ln- Jo(z)+- L m - 2 - 4>(m)
1t 2 1t O (m!) 2

(E.6)

dove

4>(m) = l + 112+ ... + 11m y =0.5772... (costante di Eulero)

Se l'ordine è un intero diverso da zero si ha:

( )
n 00

( l)
m

( )
2m

J ( )- z - Z
n Z - "2 ~m m!(m+n)! "2

(E.7)
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2

( )
n-I

Nn(z)= 1t 'Y+ln~ Jn(Z)-! Lm (n-m-I)! (~)2m-n +

1t O m! 2

_! f (-l)m (
z

)
2m+n

1t o m m!(m+n)! "2 [<I>(m)+<I>(m+n)]
(B.8)

L'andamento di alcune funzioni di Bessel sull'asse reale positivo è rappresentato nelle
Figure E.I e E.2. I valori numerici possono essere ottenuti mediante comuni routine di
calcolo numerico, o possono essere reperiti su tabelle.

0.8

0.6

004

0.2

O

-0.2

-004 L.

-0.6
O 2 4 6 8 lO 12 14 16

Figura E. l

0.6

0.4

0.2

O

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8 l' I I I +

-1.0 '."..' I ....

-1.2 O 2 4 6 8 lO 12 14 16

FiguraE.2
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Altre soluzioni particolari della (E. l ) sono le funzioni di Hankel (o funzioni di Bessel del
terzo tipo), definite come segue:

(E.9)

È evidente che la soluzione generale (E.4) può trasformata nella seguente espressione:

(M, N costanti arbitrarie)

La Figura E.3 mostra l'andamento delle funzioni di Hankel di ordine Oe l, per valori reali
positivi dell' argomento.

APPROSSIMAZIONIPER PICCOLIVALORIDELL' ARGOMENTO Dalle precedenti definizio-
ni si deduce facilmente che, per piccoli valori di Izl, si ha:

2
No(z) ""-lnz]t

(E. IO)

Nv(Z)",,_r~v)(~r (E.II)(v>O)

APPROSSIMAZIONIPER GRANDI VALORI DELL' ARGOMENTO Per valori molto grandi di
Izi si ha:

0.6 ,-

.~ 0.4
ca
I::

.~ 0.2
S
.5 o
~
:;; -0.2
Q.,

-0.4

-0.6

-0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8
parte reale

0.6

0.4

0.2

o

-0.2

-0.4

-0.6

-0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8

parte reale

Figura E.3
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~ (
1t V1t

)J (z) "" -cos z----
Y 1tZ 4 2 ~ .

(
1t V1t

)N (z)"" -SIn z----
Y 1tZ 4 2 (E.I2)

(E. B)

Al crescere di x lungo l'asse reale positivo le funzioni Jn(x) e Nn(x) tendono a comportarsi
come sinusoidi smorzate, la cui ampiezza decresce come x-ll2; il modulo delle funzioni di
Hankel decresce con la stessa legge e l'argomento varia proporzionalmente a x.

FORMULEDI RICORRENZA Detta Zv una funzione di Bessel qualsiasi, vale la seguente
relazione:

(E. 14)

Questa formula permette di dedurre per ricorrenza le funzioni di ordine intero maggiore di
I partendo dalle funzioni Zo e ZI.

Indicando con un apice la derivata si ha:

(E.15)

(E.16)

Z'y(z) = ZY-I -ZY+I2 (E.I?)

In particolare risulta:

(E.18)

ZERIDELLEFUNZIONIJn(z) e J~(z) Quando l'ordine è reale le funzioni del primo e del
secondo tipo e le loro derivate prime hanno un numero infinito di zeri reali, ciascuno dei quali
è semplice, con la possibile esclusione dell'eventuale zero sull'origine (che può essere
multiplo).

Gli zeri positivi delle funzioni Jn(z) e J~(z) costituiscono due successioni, i cui termini

sono indicati con xnpe x~ per le due funzioni rispettivamente (p =I, 2, ... ). I valori di alcuni
zeri sono riportati nelle Tabelle E.I e E.2
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Tabella E.I Alcuni valori degli zeri xnpdi Jn

Tabella E.2 Alcunivalorideglizeri x~pdi J~

INTEGRALI DI LOMMEL Indicate con h e k due costanti diverse si ha:

z

f t Jy (ht)J y(kt) dt = 2 Z 2 {h J y(kz)J y+l (hz) - kJ y(hz)J y+1(kz)} =h -k
o

(v> -l) (E.19)

(v > -I) (E.20)

I precedenti integrali sono noti come integrali di Lommel.

RAPPRESENTAZIONEINTEGRALEDI Jn(z) Esistono diverse rappresentazioni integrali
delle funzioni di Bessel, fra le quali la seguente:

n n
1 '-n .

Jn (z) = - fcos(ne - zsine)de =L feJZCOSacos(ne)de
1t 21t

O -n
(E.2I)

"

n
p O I 2 3 4 5

] 2.405 3.832 5.136 6.380 7.588 8.771
2 5.520 7.0]6 8.417 9.761 Il.065 12.339
3 8.654 10.173 Il.620 13.015 14.372
4 Il. 792 13.324 14.796

n
p O I 2 3 4 5

I 3.832 ].841 3.054 4.201 5.317 6.4]6
2 7.016 5.331 6.706 8.0]5 9.282 10.520
3 10.173 8.536 9.969 Il.346 12.682 13.987
4 13.324 11.706 13.170
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FUNZIONI DI BESSEL MODIFICATE

Bessel modificata:
Vengono così indicate le soluzioni dell'equazione di

d

(

dZ

)
2 2-

z- z- -(z +v )Z=O
dz dz

(E.22)

Nello studio dei campi è particolarmente interessante il caso in cui z è reale non negativo.
In questo caso la soluzione generale della (E.22) è data da:

(E.23)

dove:

K (x) =(- Jy+1 1t H(2)( - J'x)
v 2 v

(x 2:O) (E.24)

L'andamento di lo, I], Ko, K) è rappresentato nella Figura E.4.
Per valori grandi di x si ha:

(E.25)

Le formule di ricorrenza per le funzioni modificate possono essere facilmente dedotte dalle
(E.14-18).

\O l,O

8 0,8

6 0,6

4 0,4

2 0,2

° o
° I 2 3 4 ° ] 2 3 4

x -- x --

Figura EA
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Integrale di Fourier

In questa appendice vengono riassunte alcune delle principali proprietà della trasformata di
Fourier per le funzioni appartenenti allo spazio L2 (RN).l Per la sua importanza applicativa,
la teoria della trasformata di Fourier per questa classe di funzioni è trattata in tutti i testi di
Metodi Matematici per la Fisica e l'Ingegneria (esempio Morse-Feshback, Methods oJ
Theoretical Physics, McGraw-Hill, 1953).

Teorema di Plancherel Sia f = f(x) una funzione (a valori generalmente complessi)
appartenenteallo spazioL2(R). Sia inoltre:

a- 1
f

.

f(l;, a) = J21C f(x)e-Jçx dx-a
(I;, a E R)

Allora, se a ~ 00, {(I;,a) converge in media a una certa funzione ((I;) E L2 (R) e, inoltre,
la funzione

f(x, a) = 1 f
a - .

J21C f (1;)eJçx dI;-a

converge in media a f(x).

I Lo spazio L2 (RN) è costituito dalle funzioni f(x.. X2,..., XN)per le quali esiste l'integrale

f Ifl2 dx) dX2 ...dxN
RN

Si noti che l'esistenza dell'integrale implica che, all'infinito, f debba tendere a zero con sufficiente
rapidità. La teoria dell' integrale di Fourier può essere trattata in maniera più generale nellospaziodelle
distribuzioni. Tuttavia, la limitazione allo spazio L2 non è pregiudizievole per le applicazioni
considerate in questo corso.
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Definizione La funzione t (I;)prende il nome di "trasformata di Fourier" di f e si usa
scrivere

00

t(l;)=1'[f]= fin f f(x)e-jl;x dx-00
(F.! )

00

f(x)=1'-I[t]= fin lt(l;)ejI;Xdl;
(F.2)

La (F.2) rappresenta f mediante un integrale, detto "integrale di Fourier". L'operazione
1'-1 fornisce f come "trasformata inversa" (o antitrasformata) di t.La trasformata determi-
na in modo univoco la funzione corrispondente. Essa viene spesso detta "spettro" della
funzione, e la variabile l; viene detta "variabile spettrale".,

L'integrale di Fourier rappresenta fcome sovrapposizione di infiniti contributi elementari
del tipo

'!:
"

Al crescere di 11;1tali contributi oscillano sempre più rapidamente. Le loro ampiezze e fasi
variano secondo la conformazione dello spettro. Se lo spettro ha ampiezza sensibile solo in
prossimità dell'origine, i soli contributi sensibili sono quelli che oscillano più lentamente.
Per questa ragione le variazioni di f sono tanto più lente quanto più il suo spettro è concen-
trato intorno all'origine (e viceversa).

I
I
'.

, I
Alcune proprietà elementari Le proprietà elencate di seguito risultano immediatamente
dalla definizione. Si suppone che tutte le funzioni di cui si considerano le trasformate
appartengano allo spazio L2 (R).

iliJI

1'[f + g] =f + g

1'[kf] =k f

1'[f (x - xo)] = t e-jxol;

1'[f ejl;ox] = t (I;-1;0)

1'[ ::~ ] = (jl;)o t

1' [xOf]= '0 dOt

J dI;o

I
I

I

,~I

(k = costante complessa)

(xo =costante reale)

(F.3)

(FA)

(F.5)

(1;0 = costante reale) (F.6)

(F.7)

(F.8)

(se e solo se f è reale) (F.9)
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Formula di Parseval Date le funzioni f(x), g(x) E L2 (R) vale la formula di Parseval:

J f(x) g*(x)dx = Jf(ç) g*(ç)dç (E lO)

In particolare, ponendo g =f, si trova:

(ElI )

Teorema della convoluzione Siano f(x), g(x) E L2 (R). Si definisce "prodotto convoluto-
rio" (o "convoluzione") fra le due funzioni l'integrale:

= =

h(x)=k Jf(x - x' )g(x' )dx' =k Jf(x' )g(x - X')dx'-00 -00

(EI2)

Si ha:

!([h]= fg (E13)

e quindi:

=

h(x)=!(-I[fg]= k lf(ç)g(ç)ej1;Xdç
(EI4)

Funzioni di più variabili Sia f(xi' x2' ..., xN) una funzione appartenente allo spazio
L2 (RN). Ciò significa che:

J Ifl2 dXI dX2 ...dxN < 00

RN

L'esistenza dell' integralemultiploimplica l'esistenza degli integralifra -00 e00 rispetto
a x l' x2, ..., xN. Quindi la funzione f è a quadrato sommabile anche rispetto alle singole
variabili. Per questa ragione è lecito applicare ripetutamente a f la trasformata di Fourier
rispetto a una variabile per volta, ottenendo la trasformata N-dimensionale:

(EI5)
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Analogamente, antitrasfonnando rispetto alle N variabili spettrali 1;],1;2'..., 1;N'si ottiene:

(F.16)

Le proprietà (F.3, FA) valgono anche nel caso della trasfonnata N-dimensionale. Le (F.5,
F.6, F.7, F.8, F.9) vengono sostituite dalle seguenti relazioni più generali:

(F.17)

(F.18)

(F.19)

a(m+n+...+p) rp .(m+n+...+p)

.r[x~ x~ ",xN f] =J a1;~ a1;~...a1;k
(F.20)

(se e solo se f è reale) (F.21)

Valgono inoltre la fonnula di Parseval e il teorema della convoluzione, che assumono la
fonna:

J f g* dx] dX2...dxN = ]rg* d1;] d1;2 ...d1;N
RN RN

(F.22)

(21t~N/2 ]f(x]-x'\, ..., xN-x'N) g(x'\, ..., x'N)dx']...dx'N =RN

.r-] [fg] (F.23)

La relazione (F.19) trasfonna le operazioni di derivazione in operazioni di moltiplicazione
per opportune potenze delle variabili spettrali. Questa proprietà risulta particolarmente utile
nello studio delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti. L'Appendice G
riporta un notevole esempio di questa applicazione della trasfonnata di Fourier.
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G
Soluzione dell'equazione di Helmoltz inomogenea

nel caso dello spazio libero

Nel caso tridimensionale l'equazione di Helmoltz inomogenea ha la forma

V'2 <P + k2 <P = - w (G.l)

dove <P=<I>(x,y, z) e w =w(x, y, z) sono funzioni a valori complessi e k =B - ja è una
costantecomplessacon B > O,a 2::O.La funzione w, detta "densità di sorgente", è nota; <P
è una funzione d'onda incognita. In Acustica e in Elettromagnetismo l'equazione è
importante per lo studio delle onde monocromatiche generate da una sorgente di densità w,
agente in un mezzo lineare, stazionario, omogeneo e isotropo. La funzione <Prappresenta una
delle quantità che caratterizzano il campo da determinare (ad esempio la pressione, in
acustica) oun potenziale. La costante k dipende dalle caratteristiche del mezzo ed èreale solo
se il mezzo è senza perdite.

Nel problema che qui interessa il mezzo occupa tutto lo spazio e w differisce da zero solo
in una regione limitata V. A causa dell'assenza di contorni al finito e di corpi estranei al
mezzo considerato, si dice che la soluzione viene cercata nel caso dello "spazio libero". Essa
verrà determinata nel caso di un mezzo dissipativo (a> O);la soluzione per il mezzo senza
perdite verrà dedotta come limite per a ~ O.

FORMADELLASOLUZIONENELCASO DI UNASORGENTEPUNTIFORME Fra le infinite
funzioni che soddisfano la (G. l ) interessa determinare quella che ha il significato di un' onda
generata dalla sorgente. Per tradurre questa condizione in termini matematici conviene
innanzi tutto considerare il caso di una sorgente concentrata nell'origine, perché in questo
caso la soluzione va ricercata nella classe di funzioni del tipo <P=<P(r), dove r è la distanza
dall' origine; infatti l'effetto della sorgente deve essere simmetrico rispetto ad essa. La
densità di sorgente è nulla ovunque, tranne che nell' origine; quindi, per r ;é O,la funzione
d'onda deve soddisfare l'equazione di Helmoltz omogenea. Poiché <I>dipende sola da r, tale
equazione assume la forma semplicissima (ve'diEquazione A.82):

(r;é O)

Si ha evidentemente:
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r<l> =A e-jkr + B eikr

dove A e B sono costanti. Pertanto la soluzione cercata è del tipo:

e-jkr ejkr
<I>=A-+B-

r r

Le funzioni e-jkr/r ed eikr/rrappresentano onde sferiche che si propagano radialmente, la
prima nel verso centrif!lgo, l'altra in quello centripeto. Nell'onda centripeta si ha:

. lejkrl . eO'.r
hm-=hm-=oo
r~oo r r~oo r

Una soluzione di questo tipo corrisponderebbe ad un campo che diverge all'infinito. Tale
campo darebbe luogo ad una dissipazione infinita di potenza, ma, d'altro canto, essendo
limitato al finito, non potrebbe che trasmettere verso l'infinito una potenza limitata. Pertanto,
poiché l'unica sorgente di potenza è quella posta nell'origine, la presenza dell'onda
centripeta è fisicamente inaccettabile e bisogna porre B = O. Dunque la soluzione da
considerare è costituita dalla sola onda centrifuga:

<I>
e -jkr

=A-
r

(G.2)

"

Se ex> Ola soluzione trovata è "a quadrato sommabile". Infatti:

I ~i

f 1<1>12dV = 41t] 1<1>12r2dr = 41tIA12 ]e-2ar dr = 21tIA12 < 00

tuttolospazio O O

Questa proprietà dipende dal fatto che, all'infinito e in tutte le direzioni, l'ampiezza dell' onda
tende a zero con sufficiente rapidità.

li
il
i RISOLUZIONEMEDIANTETRASFORMATADIFOURIER Si consideri il caso in cui w è una

funzione continua a tratti, che differisce da zero in un volume finito V. Per la (G. l) <I>deve
essere continua e dotata di derivate prime continue. Inoltre, a causa delle considerazioni fatte
a proposito della sorgente puntiforme, appare spontaneo assumere che, all'infinito e in tutte
le direzioni, la funzione d'onda debba tendere a zero con rapidità sufficiente ad assicurare
che la funzione stessa sia a quadrato sommabile (almeno quando l'attenuazione non è nulla).
Grazie a questa ipotesi è lecito assumere che la soluzione sia da ricercare nello spazio L2 (R3),
e che quindi essa sia rappresentabile mediante l'integrale di Fourier (vedi Appendice F):

00

<I>(x, y, z) =.- 1.11?f f J<1>(1;, \j1, ç)ej(é,x+lJly+çZ) dçd\j1dç
- 00
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dove <Ì>è la trasformata di Fourier di <1>.Poiché anche la densità di sorgente. è a quadrato
sommabile, anche w è rappresentabile in maniera analoga, considerando la sua trasformata
w = w(l;, 'l', ç).Trasformando entrambi i membri dell' equazione (G. l )e ricordando le regole
di trasformazione delle derivate di una funzione (vedi Equazione F.19) si ottiene:

Pertanto la trasformata della soluzione della (G. l ) è:

Considerando l' antitrasformata e applicando il teorema della convoluzione (vedi Equazione
F.23) si ottiene:

<I>(x,y, z)= JJJg(X-X', y-y', z-z')w(x', y', z')dx'dy'dz'

dove

(G.3)

Poiché w differisce da zero solo nel volume V si ha pure:

<I>(x,y, z)= Jg(X-X', y-y', z-z')w(x', y', z')dx'dy'dz'
v

(GA)

DETERMINAZIONEDI g IN FORMACHIUSA Per calcolare l'integrale (G.3) conviene
considerare, nello spazio tridimensionale, i vettori (vedi Figura G.l):

Indicando con q l'angolo formato dai due vettori si ha evidentemente:

ej(çX+'I'y+çz) ejh-r ejhrcos9

k2 _1;2- '1'2- ç2 = k2 - h2 - k2 - h2

Si nota che, quando le variabili spettrali vengono fatte variare da -00 a 00, il vettore r rima-
ne fisso mentre l'estremo di h varia occupando tutte le possibili posizioni. Inoltre la funzione
da integrare è simmetrica rispetto alla direzione di r, poiché dipende solo da h e da e. Pertanto
l'integrale può essere calcolato utilizzando come variabili d'integrazione h e e (invece di 1;,
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dh hda

r ~
/ da '

/~/

Ux

Figura G.l

"', ç) e suddividendoil dominiod'integrazionein elementitoroidalidel tipo indicatohella
Figura G.l, all'interno dei quali la funzione da integrare è costante. Il volume di questi
elementi è dato da:

(21th sin8) dh (h d8)

Così il calcolo di g viene ricondotto a quello del seguente integrale doppio:

- 1
J
oo h2

[

1t.

J
g - - Jhrcos9 .

(21t)2o k2- h2 [e sm8d8 dh

Calcolando l'integrale in parentesi (che è elementare) si ottiene:

Estendendo il dominio della variabile h ai valori negativi e osservando che la funzione da
integrare ha simmetria pari rispetto ad h =O,si ha pure:

(G.5)
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dove

00

1+ = f
hejhr

h2 - k~ dh

I due integrali vengono calcolati con il metodo dei residui, considerando la variabile
complessaH =h +jh' e osservando che essi equivalgono ai seguenti integrali, estesi ai con-
torni C+ e C- indicati nella Figura G.2:

(le due esponenziali fanno sì che il contributo dei
semicerchi all'infinito sia nullo). Le funzioni da
integrare hanno due poli nei punti k e -k. Nel calcolo
dell'integrale 1+l'unico polo interno a C+è quello in
-k, che ha come residuo Òkr/2; nel calcolo di L si
deve invece considerare il solo polo in k, che ha pure
il residuo e-jkrl2.Utilizzando la formula di Cauchy si
ottiene:

1+=21tj (e-jkr/2) L =-21tj (e-jkr/2)

Quindi, sostituendo nella (G.5) si trova la seguente
espressione in forma chiusa:

-jkre

g(x, y, z) = 41tf

Infine, sostituendo nella (GA) si ha :

1 e- jkR

<I>(x,y, z) = 41t f~w(x', y', z' )dx' dy' dz'
v

jh'

-k h

k"

pianoH
-k

jh'

Figura G.2

(G.6)

(G.7)

dove R rappresenta la distanza fra il "punto di osservazione" (x, y, z) e il "punto sorgente"
(x', y', z'):

L'integrale (G.7) esiste certamente nei punti di osservazione esterni alla sorgente, poiché
quando il punto x, y, z è esterno a V, la funzione da integrare è finita per tutti i valori di x',
y', z' nel volume d'integrazione. L'esistenza è meno evidente quando si considerano punti
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di osservazione interni alla sorgente, perché in questo caso la funzione da integrare diverge
nel punto x, y, z, dove si ha R=O.In questo caso l'integrale va inteso nel senso dell' integrale
improprio

f= lim fvo--?o
v v-vo

dove Voindica un elemento infinitesimo di volume preso intorno a x,y,Z.Si può mostrare che
la singolarità di 1/R è integrabile, poiché essa è tanto debole da assicurare l'esistenza del
limite e la sua indipendenza dalla forma di Vo. In conclusione la (G.7) rappresenta la
soluzione dell'equazione di Helmoltz inomogenea, sia all'esterno che all'interno della
sorgente.

Il procedimento seguito è stato basato sull'ipotesi che il mezzo fosse dissipativo. Si
osserva però che l'integrale (G.7) continua ad esistere anche in assenza di perdite (k reale).
Esso rappresenta la soluzione cercata anche in questo caso limite.

Secondo la (G.7), <I>è ottenuta come sovrapposizione di infinite onde sferiche elementari

w(x', y', z' )dx' dy' dz' e-jkR
41t R

irradiantesi verso l'infinito dai singoli elementi di sorgente. Si nota che ciascuno di questi
contributi ha la forma (G.2), prevista per il caso della sorgente puntiforme.

. Lafunzione

e-jkR
, z')--

g(x- x', y-y, z- - 41tR (G.8)

rappresenta la soluzione che si avrebbe nel caso di una sorgente concentrata nel volumetto dx'dy'dz',
di densità tale da avere w dx'dy'dz' = I. In effetti, quest' affermazione è matematicamente inaccettabile
perché una simile densità, che dovrebbe essere nulla all'esterno del volumetto e infinita all'interno,
non può essere rappresentata da una comune funzione. I lettori che conoscono almeno qualche
elemento della "Teoria delle distribuzioni" riconosceranno immediatamente che la sorgente in
questione dovrebbe essere rappresentata mediante la "delta di Dirac" tridimensionale: Ò(x-x')
ò(y-y') ò(z-z'). In effetti, nell'ambito della teoria delle distribuzioni, si può affermare che g è
soluzione della seguente equazione:

V2g + k2g = - ò(x-x') Ò(y-y')Ò(z-z')

con la condizione di appartenenza alla classe delle cosiddette "distribuzioni temperate", per le quali
è possibile la rappresentazione mediante integrale di Fouri eroNella teoria delle equazi oni differenziali
lineari una funzione come la g, che ha come sorgente una delta di Dirac e che soddisfa le stesse
condizioni imposte alla soluzione generale di un'equazione differenziale, viene detta "funzione di
Green" o "soluzione fondamentale". La (G.8) è la funzione di Green per l'equazione di Helmoltz in
unmezzotridimensionaleillimitato. .

RAPPRESENTAZIONEDI g MEDIANTE INTEGRALE DI FOURIER IN DUE DIMENSIONI La
(G.3) rappresenta g = e-jkr/4m mediante un integrale di Fourier in tre dimensioni. In alcuni
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casi è utile rappresentare la stessa funzione mediante il seguente integrale di Fourier
bidimensionale:

-jkr 00

e4nr = 2ln ff 1(1;, "', z)ej(l;x+\JlY)dl;d", (G.9)

dove 1(1;,"', z) è la trasformata di g rispetto alle sole variabili x, y. Confrontando con la (G.3)
si vede che

Anche l'integrale (G. lO) può essere calcolato con il "meto-
do dei residui", considerando la variabile complessa Z =ç+jç'
e osservando che l'integrale può essere trasformato in un
integrale sul percorso chiuso A+ o A- (vedi Figura G.3),
secondo che si consideri z > O o Z < O rispettivamente (il
contributo dato dai cammini semicircolari all'infinito è nullo
nei due casi, grazie alla presenza dell' esponenziale eiZZ).Si ha
quindi:

1(1;,"', z) =
(z < O)

(z > O)

La funzione da integrare ha come uniche singolarità due poli
nei punti

(G. lO)

ç-1(z.
casoz>O

pianoZ jç"
casoz < O

-1(z.

FiguraG.3

Il radicando ha parte immaginaria negativa e, quindi, il suo argomento è compreso
nell'intervallo ]-n, 0[. Pertanto i poli sono collocati all'interno del secondo e del quarto
quadrante. Indicando con Kzil polo nel quarto quadrante, cioè

Kz = ~k2 _1;2 - ",2 (Re Kz > O,lm Kz < O)

i residui sono:

(per il polo in Kz) (per il polo in - Kz)
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Osservando che il contorno A+comprende il solo polo in -Kz e che il contorno A- contiene
solo l'altro polo, applicando la formula di Cauchy si ottiene

(z > O)

(z < O)

ovvero, con una sola espressione valida per qualsiasi valore di z:

(G. Il)

Sostituendo nella (G.9) si ottiene l'espressione cercata:

(G.I2)

Evidentemente si ha pure:

(G. B)


	Freq: 



